Examen Final de Curvas Algebraicas. Grupo B. 1 de
Septiembre de 2011

Todas las curvas se toman sobre el cuerpo de los niimeros complejos.
Teoria. Duracion: 45 minutos

1. (3 puntos) Di todo lo que sepas sobre los puntos de inflexién
de un curva algebraica. Pon ejemplos.



Examen Final de Curvas Algebraicas. Grupo B. 1 de

Septiembre de 2011

Problemas. Duracién: 3 horas

Todas las curvas se toman sobre el cuerpo de los nimeros complejos.
Notacién: P, =(1:0:0), P, =(0:1:0), Ps=(0:0:1).
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FIGURA 1. La cubica de ecuacién X3+ Y3+ X2 4+Y2=0.

2.

3.
triples?

4.

(3 puntos)

. Hallar los pies de las tangentes a la curva C de ecuacién X3 +

Y3 4+ X2Z +Y?Z = 0 trazadas desde el punto @, de coorde-
nadas (1 : 1 : —3). ;Cudntas rectas tangentes (reales o no)
distintas se pueden trazar a C desde Q7

. Calcular las multiplicidades de interseccién de C y su curva

polar respecto de @ en los puntos del plano proyectivo com-
plejo.

. Hallar la clase de C. ;Es Q) genérico? ;Por qué?

(1 punto) ;Existen curvas irreducibles de grado 6 con 4 puntos
. Por qué?

(3 puntos)

. Hallar la familia de ctbicas que tienen tangente X =0 en Pj,

tangente Y = 0 en P; y tangente Z = 0 en P. ;jEs un sistema
lineal? ;Por qué?

. Demostrar que ninguna cubica genérica entre las anteriores

tiene una inflexion en Py, k = 1,2, 3.

. Cuantas cubicas entre las anteriores tienen un punto singular

en Py = (1:1:1)7 Calcular el cono tangente en P.



SOLUCIONES

2.

a. Pongamos F' = X? +Y3 4+ X2Z 4+ Y?2Z. Es claro que el punto
P;=(0:0:1) es un nodo (i.e., es doble ordinario) con cono
tangente formado por el par de rectas conjugadas X +:iY =0
y X —iY =0, donde i = v/—1. Es el tinico punto singular de
C, ya que C es una ctibica irreducible (la forma que define C es
lineal en 7).

El punto @ no pertenece a C, pues F(Q) = —4 # 0. La
forma D(F, Q) vale 2(X + Y)Z y define la curva polar PyC
de C respecto de . Al intersecar ambas curvas obtendremos,
ademas de los puntos singulares de C, los pies de las tangentes
a C trazadas desde ). El sistema

F=D(F,Q)=0

se descompone en dos sistemas:
» X?+Y? =27 =0, cuyas soluciones son R; = (p¥~!:1:
0), donde p = €™/3, j =1,2,3.
» X2Z +Y?Z = X +Y = 0, que equivale a
2Y?2Z = 0, cuyas soluciones son P3 y Ry = (—
Nétese que p® = —1 luego

(p2j—1)3 _ p(2j—1)3 _ <p3)2j—1 — (_1)21'—1 =1,

para j = 1,2,3. Ademss p® = 1.

Las distintas tangentes buscadas son las rectas Lg g, con
J=1,2,3; Lo r, es real y las otras dos son complejas conjuga-
das. En la figura tenemos la vista afin de la curva C obtenida
deshomogeneizando respecto de Z. Ahi, el punto Ry estd en
el infinito, por lo que la recta Lg g, es una asintota de dicha
curva afin. El punto ) tendrd ahi coordenadas (—1/3, —1/3).

Ademas, no es dificil comprobar que R, es una inflexion de
C, viendo que anula el hessiano de F.

b. La curva polar PoC es un par de rectas, L; : X +Y =0y
Ly : Z =0, que se cortan en el punto Rs.
Evaluamos el gradiente de /' en los puntos R;, obteniendo

(3/72737P2+1) — (3P2737P)7 ] - ]-7
(30°,3,0°+1) = (3,3,2), j=2,
(30,3, + 1) = (3p%,3,0°),  j=3,

luego las tangentes a C en R; son

3p°X +3Y +pZ =0, j=1,

X =
1:1:0).

3X +3Y +2Z2=0, j=2,
3p'X +3Y +p°Z =0, j=3.

Para j = 1,3 obtenemos rectas conjugadas, ya que =0y
p°=p.



Calculamos ahora las multiplicidades de interseccién, usan-
do la desigualdad fundamental:
multp, (C, PoC) = multp, (C, L) + multp,(C, Ly) =2 X 1 +0 = 2,
multp, (C, PoC) = multg, (C, Ly) + multg, (C,Ly) =0+1x1=1,
multg, (C, PoC) = multg,(C, L1) + multg,(C,Ly) =1 x 14+ 1x 1 =2,
mult g, (C, PoC) = multg,(C, Ly) + multg,(C,Ly) =0+1x 1 =1,
yaque P3 € Ly v Ry, Ry € Ly. La suma de las multiplicidades
anteriores es 6 = 3 x 2 =24+ 14 2 + 1, segun el teorema de
Bezout. Ademés, multp(C, PoC) = 0, para todo P # Ps, R;.
c. El nimero de nodos de C es § = 1. La clase de C es d(d — 1) —
20 = 3 x2—2x1 =4, lo que significa que desde un punto

genérico del plano se pueden trazar cuatro rectas tangentes a
C. Por tanto, ) no es genérico.

3.  Supongamos que C es una curva en las condiciones del enun-
ciado. Sean R, j = 1,2, 3, 4 puntos triples distintos en C y consideremos
un punto mas R de C. Sea D una cénica que pase por R;, j = 1,2,3,4,5
y apliquemos el teorma de Bézout y la desigualdad fundamental a C y
D. Obtenemos

5
12=6x2>) multy(C,D)>4x3x1+1x1=13
j=1
Se concluye que una tal séxtica no existe.
Otra forma de razonar es la siguiente: sabemos que una curva C
irreducible de grado d satisface la desigualdad

> ] d—1
2 5)< 7
: 2 2
7j=1
donde s es el nimero de singularidades distintas de C y ry, ..., r4 son los

ordenes de dichas singularidades. En el caso que nos ocupa tendriamos
12 =4 x (3) < (g) = 10, lo cual es absurdo.

2
4.
a. Una forma cubica en tres variables que se anule en P, con
k=1,2,3es
F =dX*Y4eX*Z+fY*X+9Y? Z+hZ* X +iZ*Y +iXY Z, d,e, f, g, h,i, je€C.
Sus derivadas parciales valen
Fx =2dXY +2eXZ + fY* +hZ* +jY Z,
Fy =dX? +2fYX +29YZ +iZ* + jX Z,
Fy=eX?+gY?+2nZX 4+ 2iZY + jXY.
El gradiente de F evaluado en Py vale
grad(F)p, = (0,d,e), grad(F)p, = (f,0,9),
grad(F')p, = (h,i,0).
Deducimos que i = f = e = 0, luego
F=dX* +¢Y*Z+hZ’X +jXYZ, d,q,h,jeC.



Se trata de un sistema lineal de dimensién cuatro.
b. Si Pj5 fuese una inflexién, el orden de contacto en Pj5 seria tres.
Deshomogeneizamos F' respecto de Z, obteniendo el polinomio

dX?Y +gY? + hX +jXY = X(h+jY +dXY) +gY?

y, aplicando el lema de contacto vemos que el orden de contacto
en P; es dos, cuando g # 0. Se razona analogamente para P
y PQ.

c. F(Py)=d+g+h+j=0,luego j = —(d+g+h). El gradiente
de F'en Py vale (d — g,g — h,h — d) luego P, es singular si y
solosid =g =hy j= —3d. Podemos hacer d = 1. La tnica
cubica de la familia que tiene una singularidad en P, es

G=XY+Y’Z+2Z°X —3XYZ =0.
La matriz de derivadas de orden dos de GG, evaluada en P, vale
2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2
La ecuacién (X,Y, Z)'Dy(G)p,(X,Y,Z) = 0 se expresa como
2(X+aY+bZ)(X+Y/a+Z/b) = 0, para ciertos a,b € C\{0}.

Es sencillo deducir que a = p v b = p?, con p = €*™/3. El cono
tangente a V(G) en Py es el par de rectas

(X +pY +p2Z)(X + p?Y + puZ) = 0.



