TOPOLOGIA
CURSO 2006-2007
SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS (HOJA 5)

Ejercicio 7. Se dice que un espacio topologico X es perfectamente normal
si es T1 y para todo par de cerrados disjuntos no vacios C; y Cs existe una
funcién continua f : X — [0,1] tal que f=*(0) = C; y f~1(1) = Cs. Probar
que X es perfectamente normal si, y sélo si, es normal, T} y todo cerrado de X
es un Gs (es decir, es interseccion numerable de abiertos).

Solucion. (=) Es claro que si X es perfectamente normal, es 77 y normal.
Veamos que todo cerrado A C X es un Gs. Si A = X, nada hay que probar.
Si no, sea p ¢ Ay tomemos f : X — [0,1] continua tal que f~%(0) = Ay
f71(1) = p (existe porque A y {p} son cerrados y se aplica la hipotesis de ser X
perfectamente normal). Los conjuntos U,, := f~! ([07 %)) son abiertos y ademas
2E€MNpenUn & f(@)<tVneN& fz) =0z € A Asi A=,y Un es
interseccion numerable de abiertos, y por tanto un Gj.

(<) Suponemos ahora que X es normal, 71 y todo cerrado de X es un
Gs. Sean C1,Cy C X cerrados disjuntos. Por hipotesis C; es un Gy, y existe
una sucesion de abiertos Uy, tales que C1 = [, oy Un. Ademas, y si es preciso
sustituyendo cada U, por U, N (X — C3), podemos suponer que U, C X — Cy
para todo n € N. X es normal, luego para cada n € N existe una funciéon
continua g, : X — [0,1] que separa los cerrados disjuntos C; y X — U,,
digamos ¢, (C1) =0y g,(X — U,) = 1. Pongamos
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g::ZQZ : X —[0,1],
n=1

que es una funcién continua tal que g(C;) = 0. Més atin, g~1(0) = C; ya que
si g(z) = 0, necesariamente g,(z) =0V n € N y por tanto z € U,, para cada
n € N, es decir x € ﬂneN U, = (. La eleccion de Cy C X — U,, hace ademaés
que g(Cz) = 1.

El mismo argumento prueba que existe h : X — [0,1] continua tal que
h=*(1) = Cy y h(Cy) = 0. Eligiendo f := %(g + h) se obtiene una funcién
continua de X en [0,1] tal que f~1(0) = C; y f~1(1) = Cs. Por tanto X es
perfectamente normal.

Ejercicio 10. Probar que los siguientes espacios no son metrizables:
1. El producto numerable de lineas, RY, dotado de la topologia de cajas.

2. El producto de una cantidad no numerable de lineas, R¥, dotado de la
topologia producto.

3. El espacio (2 de todos los ordinales menores o iguales que el primer ordinal
no numerable.

Solucion. (1) RY, dotado de la topologia de cajas, no puede ser metrizable
porque no es I-numerable. En efecto, supongamos que (Uy,),en fuese una base
numerable de entornos de 0 = (0,0, ...) € RY (por ejemplo). Teniendo en cuenta
que una base de abiertos en la topologia de cajas viene dada por productos



arbitrarios de abiertos en cada factor, para cada n € N debe existir un entorno
abierto Vj, , de 0 en R tal que

0¢ [ Vi C U
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Ahora, para cada Vj,,, sea xg n € Vi, — {0} cualquier punto. Definamos

W = H (View — {@k,})
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que es un producto de 0 en la topologia de cajas, por ser producto de entornos
de 0 en cada factor. Puesto que se supuso que (Up,)nen es base de entornos de
0 en RN, deberia existir n € N tal que W D U,,, de donde

I (Ve = {zs}) =W 2 U, 2 I Vi
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y asi deberfa ser en particular V,, ,, — {n.n} 2 Vi n, lo cual es contradictorio.
Esto prueba que RY, dotado de la topologia de cajas, no es I-numerable, y por
tanto no metrizable.

(2) Al igual que en el apartado (1), R®, dotado de la topologia producto,
no es metrizable porque no es [-numerable. El argumento es muy similar al
anterior: supongamos que (U, ),en fuese una base numerable de 0 en R¥. Cada
U,, contiene un abierto basico, que es producto de una cantidad finita de entornos
arbitrarios de 0 en R y toda la recta real R en los restantes factores. En particular
el conjunto F,, := {r € R : p.(U,) # R}, donde p, : R® — R denota la
proyeccion r—ésima, es finito. Sea F' := J,,cy Fn € R, que es numerable por
ser union numerable de conjuntos finitos. Como R es no numerable, existe rg €
R — F'. Eligiendo

V= [ Rx(=1,1),

r#ro

se obtiene un entorno de 0 en la topologia producto tal que V' 2 U,, para ningin
n € N, por construccién. Luego R® no es metrizable.

Nota. Obsérvese que el argumento anterior, junto con el ejercicio 5. de la
hoja 1, prueba que un producto de espacios metrizables es metrizable si, y s6lo
si, es un producto numerable (o finito).



