Problemas de Topologia (Hoja 1)
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1. Sea {(X,,Ta), @ € A} una familia arbitraria de espacios topoldgicos. Si para cada
a € A se designa por B, una base de la topologia 7., probar que la familia

B = {Nacr(p; (Uy)); Uy € By, F C A finito }

es una base para la topologia producto en H X,
acA

2. Sea {(Xa, 7a), @ € A} una familia arbitraria de espacios topolégicos. y sea M, C X,

para cada o € A. En el producto H M, se pueden considerar dos topologias
acA

a) como producto de subespacios

b) como subespacio del producto.

Probar que ambas coinciden.

3. Probar que con las hipétesis del ejercicio anterior, [[ Mo = [] Ma.
acA a€cA
Dar un ejemplo de subconjunto cerrado en R? que no pueda escribirse como producto
de cerrados.

4. Sea H X, un espacio producto.
acA

a) Si (&,) € [T X, es un punto fijo, y

H = {(xa) € H X, tal que z, = &,, para casi todo a}, hallar la clausura
acA
de H en [],ca Xa con la topologia producto.

b) Probar que H X, es conexo si y s6lo si cada espacio factor es conexo.
a€A
Indicacién: tomar un punto fijo (§,) € [[ X, y considerar los subespacios

S(ag,...,qn) = {(:Ua) € H tal que z, = &,, Va;&al,...,an}.

a€A

5. Probar que un espacio producto es Hausdorff o regular si y solo si cada espacio
factor es respectivamente Hausdorff o regular.



6. Sea X un conjunto no vacio y {7;,7 € I} una familia de topologias en X. Demostrar
que la aplicacion diagonal
A:X — X!t

definida por (Az); = x para cada i € I es un homeomorfismo de (X, sup 7;)
en (A(X), Trja(x)), donde 7, designa la topologia producto [[7;. Estudiar el caso
particular en que todas las topologias 7; coincidan.

7. Sea {(X;,d;),7 € N} una familia de espacios métricos donde d; designa una métrica

— (T, Yi
en X; acotada por 1, Vi € N. Se define en [] X; la distancia d(z,y) = > (Q;Zy)
ieN i=1

Probar que la topologia asociada a la métrica d, 74, es precisamente la topologia
producto ] 74,
€N
8. Sea {(X;,7:), ¢ € I} una familia de espacios topolégicos no vacios. En el conjunto

producto H X, se define la familia de subconjuntos
i€l
B = {HMzaMz € Ti,Vi S I}
iel
a) Probar que B es base para una topologia 7, en HXi (topologia de cajas; en
iel
inglés, box topology) y compararla con la topologia producto.

b) Probar que las proyecciones p; : (][ X;,7) — (X;,7;) son continuas (Vj € I).

icl
c) Sea A; C X;, Vi € 1. Probar que HAi = HE en Tp.
icl icl

d) Si X; = R y la topologia 7; es la euclidea, (Vi € I), estudiar la clausura del
conjunto
H = {(z;) € R';2; = 0 para casi todo i },

en las topologias 7, y 711.
e) Estudiar si la aplicacién ¢ : R — RN definida port— (t,t/2,t/3,....,t/n,...) es

continua considerando en R la topologia usual y en el producto R™" la topologia
de cajas.

f) Estudiar si ¢ es continua considerando en el espacio imagen la topologia pro-

ducto.

9. Si X es un espacio métrico no discreto, probar que la diagonal A como subespacio
de XN con la topologia de cajas no es homeomorfo a X.



