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. Hallar las sucesiones convergentes a 0 en (R, 7) dénde 7 es una de las siguientes
topologias: 1) discreta, 2) cofinita y 3) conumerable.

. Probar que si un espacio topoldgico (X, 7) verifica el I-axioma de numerabilidad,
entonces se cumple la siguiente afirmacion:
C C X es cerrado si y solo si V{z,}, N C C tal que z, — x =z € C.

Dar un ejemplo de espacio topologico dénde no se cumpla la afirmacién.

. Probar que un espacio topoldgico es discreto si y solo si toda red convergente es
"eventualmente” constante.

. Sean (X, 7), (Y, 7') espacios topolégicos y f : X — Y una aplicacién cualquiera.
Probar:

f es continua en z € X siy solo si para toda red S = {s4, D, <} con valores en X,
S — x implica f(sq) — f(z).

. Sean 7 y 7’ dos topologias en un conjunto X. Probar que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) Si una red en X es T-convergente a z, es también 7'-convergente a x ( Va € X).
2) 7 < T.

En consecuencia: si dos topologias en X tienen el mismo comportamiento respecto
a la convergencia de redes, entonces las dos topologias coinciden.

. Sea S = {s4,D,<} una red en un espacio topolgico X. Probar que si la red S
converge a x € X, toda subred de S también converge a x.

. Dado un conjunto X, sea 7 la topologia débil asociada a una familia de aplicaciones
¢o : X — X, donde (X, 7,) designa un espacio topolégico para cada , € A. Probar
que una sucesién {z,,n € N} C X converge a x € X respecto de la topologia 7 si
y 8010 si ¢n(x,) — ¢o(z) converge en X, para cada a € A.

Enunciar la correspondiente propiedad para el espacio producto H Xa.
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. Probar que si una red T' = {t,, S, <} definida en un conjunto X no estd eventual-

mente en un subconjunto M C X, entonces esta frecuentemente en su complemen-
tario X \ M.

Una red T' = {t, S, <} definida en un conjunto X se dird que es universal si para
cada subconjunto M C X lared esta eventualmente en M o bien estd eventualmente
en X \ M. Probar que si T es una red universal, cualquier subred de T es también
una red universal.

Sea (I1X,, 7,) el espacio producto de una familia de espacios topolégicos (X4, Ta),
a € A. Para cada o designamos por m, : [I.X3 — X, la proyeccién canénica cor-
respondiente. Demuéstrese que si una red (xy)rea en (IIX,, 7;) tiene un punto de
aglomeracién z, entonces las redes (7, (z,)) tienen a m,(x) como punto de aglom-
eracion. El reciproco no es cierto: dar un contraejemplo en R x R dotado de la
topologia usual.

En el espacio producto RR, sea F el conjunto formado por todas aquellas funciones
que toman el valor 0 para una cantidad finita de puntos F' C R, y el valor 1 en los

puntos de R\ F. Sea g la funcién de RR que es idénticamente nula. Probar:
e gcFE
e No existe ninguna sucesiéon en E que converja a g

e Definir una red en E que converja a g



