Estructuras algebraicas. Hoja 2

11-Octubre-2013

. Sea G’ un grupo y a € G un elemento de orden n. Si a* = 1, probar que n|k.

. Sean H y K subgrupos de un grupo G y med (|H|, |K|) = 1. Probar que H N K =

{ec}

. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden n. Probar que a
solo si med (k,n) = 1.

k¥ es un generador de G siy

. Sea G un grupo, y sean a,b € G dos elementos que conmutan. Si a™ =1y b" =
probar que (ab)* = 1 siendo k el minimo comtin multiplo de m y n. Probar que si
ord a = m, ord b = n y m,n son primos entre si, entonces ord ab = k = mn (El
orden de ab puede ser menor que k, por ejemplo si b = a~!). Dar un ejemplo de
grupo con dos elementos a, b tales que ab = ba y ord ab no sea el producto de los
ordenes de a y b.

. Estudiar si los siguientes grupos son ciclicos y en caso afirmativo mostrar los gener-
adores:

Gy =(Z,+), Go = (Q,+), G5 = (T, x), G4 = (6Z,+)

G5 = {6™,n € Z} con la operacién producto X

Gs = {a + bv/2|a,b € Z} con la operacién suma.

. Probar que si un grupo ciclico G admite un tinico generador, entonces G es de orden
2.

. Sea GG un grupo abeliano y sea e su elemento neutro. Probar que el conjunto
H :={x € G,z* = e} es un subgrupo de G.

. Sea GG un grupo y a un elemento de GG. Probar que

M, = {z € G| zva = az}
es un subgrupo de G.

Para S C G cualquiera, probar que Mg := {z € G| xs = sz,Vs € S} también es
subgrupo de G.

Si S = G el conjunto Mg se denomina el centro de GG. Probar que Mg es abeliano.
. Designemos por GL(2,R) (grupo lineal general) el conjunto de las matrices 2 x 2 de
coeficientes reales y determinante no nulo dotado del producto ordinario de matrices.

Probar que es un grupo y estudiar si los siguientes subconjuntos de GL(2,R) son
subgrupos y en caso afirmativo, si son normales:
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Las matrices de la forma ( (j; ? ) con ay — 6 = 1;
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10. Sea G := GL(2,Q) y sean

11.

12.

13.

a= ()
p= (% 1)

Probar que A* = I = B3, donde I designa la matriz identidad. Sin embargo
(AB)™ # I for all n > 0 . Observar en consecuencia que un producto puede tener
orden infinito aunque los factores sean de orden finito. (Comparar este resultado
con el del ejercicio 4).

Probar que el conjunto I' de las matrices de la forma:

1 a
0 b
de las matrices de orden 2 con coeficientes racionales y determinante no nulo, con-
siderado con el producto ordinario de matrices).

A= ,cona € QybeQ)\ {0} forman un subgrupo de SL(2,Q) (grupo

. Es conmutativo?.

Si H, K designan subgrupos de un grupo G, probar que los conjuntos H U K y
HK = {hk;h € H,k € K} no son necesariamente subgrupos de G. Al subgrupo
(H UK) se le denomina H\/ K. Probar que HK es un subgrupo de G si y sélo si
HK = KH, y en ese caso coincide con H '\ K.

Designemos por (Q, x) el grupo multiplicativo de los niimeros racionales positivos.
Describir el elemento neutro y probar que (Q, x) estd generado por el conjunto
S = {1/p,p € P} dénde P designa el conjunto de los niimeros primos.



