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Estas sucesiones son. doblemente acotadas, siendo 7, una cota in-
erior (x,” € E2) y la cota superior viene dada en funcién de r,
'y de {e.}.

La sucesion dlagonall {x,¥} tiende debﬂmente a o, ;= o, pues.
I =300 ;

x| es acotada supemormente y por construcmon

Segtin la «ednstru.c.ciéﬁ ‘que hemos hecho,

P: < B
" <’7’i+1 : (7’1“} m)a

los radios de las bolas crecen con la codlm nsién, y ya estarian los s
e 'ac1os correspondlentes“’ordenados por 1n lusmn
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2. SeaG, la topologia: de la convergencia compacta en H [2]. En
ella & es la familia de los compactos S < H. Un entorno de o €n ‘G

-viene dado por

M (S, ¢) = {z, | x z)| <e x €5} (a)

Al vatiar S€ & y ¢> 0, obtenemos la base de entornos de o y en

consecuencia, una base de entornos para cualquier p€ H, puesto que

dicha topologia es invariante por traslacion [2]. Vamos a establecer

la 1dent1dad de las topologias G. v G, . Para ello nos apoyaremos en el
fiato de que la topologia G, en H es la topologia mas fina
entre todas *aq:uellas cuya convergencia asociada es la débil.

PROPOSICION 2.—La convergmcm asociada a G, en H es la con-

vergencia débil.
Antes de abordar la demostracién, consideremos el siguiente lema:

LemMa 1. — 8i xa—x, y S es un compacto cualquiera, se verifica
(%u, 2) > (x, z) uniformemente para V z € S.

DEMOSTRACION.—Supongamos que dicha convergencia no fuese uni-
forme, entonces k :

3¢V, Fp.>n A 2,€S,

tales que

» D
f G20 (2
iy (X, Z’h) (x, Z)

lo que es absurdo
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Hemos demostrado asi que la convergencia es uniforme en todo

£

compacto 5. Puede verse inmediatamente que es valida la proposicién
remproca de ésta. ;
1 (%, z) converge umformemente en toda compacto entonces
Elexn x. Basta considerar los compactos S = {z} formados por
un solo elemento [1]. ' Bl
Una vez probado el lema 1, la demostracién d
inmediata, al aplicar al espacio de Hilbert el resu tad

(cap. XII, teor. 7.2), que enunciamos a continua

«X, — x uniformemente en todo subcojunto comp

Demostraremos que de hecho ‘ambas coinciden, apoyén
ello en un resultado de Schaefer y en las mgu:entes pmposmmn

Designamos por ‘Gd la topologia débil en H. :

Es inmediato que en (a) puede sustituirse el signo < por
cil ver entonces que'podemos considerar 1nd1st1ntamente c'
pactos y relativamente compactos,

TROPCSICTON 3. Las ¢c775('at75:d? ineictdas por G v ?';.3 N
M cualquiera de centro o, coinciden, e

DEMOSTRACION —Veamos que G:.< Gsen M. F
resultado hemos de construir, para todo G, —entor‘

= E© U E (E(”" ) fIJo un ‘Gd-entorno de o,
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r < vy (r = radio de M, 7, =radio de E®), trivialmente
M y entonces cualquier ‘Gg-entorno de o cumple

VAiMcM=BNM.
; :«,‘S-upongamos, pues, r > 7,. Como 7, => 00, existe k tal que 7 S
: SR ¢ —)no

1<;7‘<7’k Con51deramos el corre@ p@ndlente‘ ' \E(??'?)f)-ng&ra construir

v Aeleglmos

y las formas lmeales fl, :
seran los Vacta:es, €y, s €k Con estw defm*mon de V se ver1£1ca

(x| <P A J(enx)|<e G=1,..,k).
s x = X' + x”, siendo

1.

Etaly': @k]:: x’ € ‘[:ek.g-li .

=5 || x” || <r=>x" € EW.
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PROPOSICION 4.—G, es la topologia mds fina de las que inducen en
los conjuntos acotados Gy

DEMOSTRACION.—Por definicién misma de acotacién, podemos refe-
rirnos a bolas, de centro o.

Sea ¢ una topologia con la propiedad mencionada, 0 un TG-entorno
de 0o y M una bola cualquiera de centro del origen. Vamos a construir
un G.-entorno de o, contenido en 0, con lo cual quedard demost: ado
que G < G., al tener en cuenta que ambas son invariantes por tras-
lacién. .
Elegimos una sucesién de bolas M; con centro o, de radios crecien-
tes s; tendiendo a infinito. Ly

Por la hipétesis de partida, ONM; DV, M, (V9), don
signa para todo i un ‘Gg-entorno de o, Vi,(fiy s i, 5 M)

Tenemos O N M, D V, N M,, V, (fi, far -+0s 0 5 M)- Para

1 e

B elegimos E®, bola de centro o y radio 7, < inf {s;, n.}, LY
espacio dado por fi, -y f, E# c L&y E., (E(#) determi
por e, <My ¥ 1 < S — &g Repetimos esta construccién y para

elegimos L% como subespacio determinado por f"x""’ fi,. E# e 1. "'{7 : f

y Ee, (E#), donde & <mi A e, =>0 y ri <si—e. ,
De este modo tenemos B = E® U U g, (E??), que evidentemen-

te cumple B C U ONM)=>BcO=>

T < G..

De acuerdo con un resultado de Schaefer ([2], p. 83), todo :
junto equicontinuo de £ (H, R) = H es acotado en cualquiér
logia, y por ser la topologia fuerte una &-topologia, se ve if
todo subconjunto fuertemente equicontinuo, es acotado. Por e
z6n, la proposicién 4 puede enunciarse en particular de la si
forma: e

ProPOSICION B5.—La topologia G, es la topologia mds fir
que subordinan en los conjuntos equicontinuos é@'d’ i b :

De nuevo estamos en condiciones de apvl‘ica ot
pagina 151, y concluimos que:
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G, es la topologia de la convergencia precompacta.
En el espacio de Hilbert coinciden los conjuntos precompactos y los
relativamente compactos. Como en la G_ podiamos hablar indistinta-

mente de compactos y relativamente compactos, podemos afirmar que

‘Gc=°€

.
2

Es inmediato comprobar directamente que ‘G., invariante por tras-
lacién, confiere a H una estructura de espacio vectorial topologico. En

efecto, la base B de entornos de o que hemos definido estd formada
por conjuntos B equilibrados, absorbentes y tales que para

VB, 3B =EY U U Ee;/2 (Eil.;':) >B" + B"< B.

Por otro camino también sabemos que T, topologia de la conver-
gencia precompacta en H = £ (H, R), por ser H un e. v. t., R local-
mente convexo y la familia de subconjuntos de H precompactos total
en H, es una topologia localmente convexa ([2], p. 80) y en este caso
automaticamente por ([2], p. 151) (H, ‘G.) es un e. v. t. Con lo cual
(H, G.) no sélo es un e. v. t.,, sino ademds un espacio localmente
CONvexo.

4. De acuerdo con [2], p. 81, como caso particular, la topologia
fuerte G; en H coincide con la &-topologia engendrada por la familia
& = {M (S, ¢), Sc H, acotado, ¢€ R*},

Sabemos que entre las topologias G,;, G., Gs existe la relacion:
Ge < G < G;.

‘G, coincide con la topologia de Mackey en el espacio de Hil-
bert ([2], p. 131) y por tanto es consistente con (H, H’). G, también
es consistente con (H, H’) y es en particular la menos fina con esa
propiedad. Por estas dos razones G., comprendida entre dos topolo-
glas consistentes, es también consistente con (H, H’).

La familia de conjuntos acotados es idéntica para todas las topo-
logias localmente convexas consistentes con (H, H’) ([2], p. 132), y
por tanto coinciden los ‘Gs-acotados, los ‘G.-acotados y los ‘Gacotados.

Lema 2.—Los Gerelativamente compactos y los ‘Gracotados coin-
«ciden.

DeMOSTRACION.—«Todo subconjunto acotado de un e. 1. c. E, es
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< (E, E’)-precompacto» ([2], cap. IV, corolario 2 de (5.5)). También te-
mnemos que:

«Si E es un e, 1. c. tonelado, E’ es cuasi-completo para toda G-
topologia en que & consta de conjuntos acotados que resubren E’»
([2], cap. IV, (6.1)). En consecuencia (H, G.) es cuasi-completo y
coincidirdn los precompactos ¥y los relativamente compactos. De ahi que
todo conjunto G-acotado es ‘G .-relativamente compacto.

Recprocamente, sea M G.-relativamente compacto. Su G.-clausura,

M, es compacta. Como Gi < 6oy, M sers ‘Gi-compacta y por ser la
«clausura de un subconjunto compacto de un espacio regular también

«compacta, M seri Garelativamente compacto. Entonces, de acuerdo
con ([2], p. 141), ser3 Gs-acotado.

Por tanto, en 1Ia topologia de la convergencia acotada ([2], p. 81)
Ppodemos sustituir los conjuntos acotados por los G,-relativamente com-
Pactos y llegamos asi a I siguiente relacién dual entre lag topologias
G. y G;:

1. G, es una &-topologia, en la que la familia © esta formada por
los conjuntos G-relativamente compactos.

2. Gsesuna ©-topologia, en Ia que la familia & estd formada por
los conjuntos G -relativamente compactos,

Agradezco a D. Antonio Plans sy orientacién y aliento en la realiza-
€ién de este trabajo,
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