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Introduccion

Los grupos topoldgicos abstractos fueron estudiados por primera vez por Schreirer y
por F.Leja (en 1926 y 1927 respectivamente) aunque la idea ya estaba latente en los
grupos continuos de transformaciones.

El tema tiene sus origenes por una parte en el programa de Klein (1872), consis-
tente en estudiar las geometrias a través de los grupos de transformaciones asociados
a ellas, y por otra parte en la teoria de los grupos continuos de Lie que surge de la
solucién de ciertas ecuaciones diferenciales.

En la famosa lista de problemas de Hilbert (1900, International Congress
of Mathematics), el problema 5° impulsé investigaciones en torno a los grupos
topolégicos. En lenguaje actual, el problema 5° planteaba lo siguiente: bajo qué
condiciones se puede asegurar que un grupo topolégico tiene una estructura analitica
que hace de él un grupo de Lie. En 1933 A.Haar obtiene la existencia de una medida
invariante por traslaciones en un grupo localmente compacto, metrizable y separa-
ble; A.Weil consigue quitar las condiciones de metrizabilidad y separabilidad. Como
la integraciéon en grupos de Lie era ya una técnica conocida y se habia usado para
obtener las propiedades de éstos, al surgir la posibilidad de integracién en grupos
localmente compactos, era natural pensar que en dicha clase de grupos se podrian
usar las técnicas de trabajo de los grupos de Lie.

En 1952 el problema 5° de Hilbert fue resuelto conjuntamente por Gleason y
por D.Montgomery y L.Zippin; esencialmente se pueden enunciar del siguiente modo
sus respuestas: “Un grupo topolégico es un grupo de Lie si y sélo si es localmente
euclideo o equivalentemente si es localmente compacto y no contiene subgrupos
pequenos (esto es, el elemento neutro posee un entorno compacto que no contiene
subgrupos no triviales)”.

Estas consideraciones dan idea de la importancia de los grupos localmente com-
pactos. Se da la circunstancia adicional que la teoria de grupos localmente compactos
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estd en la confluencia de la Topologia, el Algebra, el Andlisis y la Geometria Dife-
rencial. Su desarrollo exige técnicas de estos cuatro campos, con acentos en unas
u otras segtn el punto de vista considerado. Un hecho que confirma parcialmente
nuestra afirmacion es que tratados tan notables como “Abstract Harmonic Analysis”
de E.Hewitt y K.A.Ross contiene una completisima y profunda informacién sobre
los grupos localmente compactos.

Si nos restringimos a la subclase de los grupos localmente compactos abelianos
hallamos otro teorema de suma importancia, el Teorema de dualidad de Pontrya-
gin. Una idea brillante, que ahora nos parece muy natural, fue asociar a un grupo
topolégico abeliano el grupo de los caracteres continuos (homomorfismos continuos
en el circulo complejo unidad) dotado de la topologia compacto-abierta. Se obtiene
asi otro grupo topoldgico denominado el dual. L.S.Pontryagin establecié que un
grupo localmente compacto abeliano es el grupo de caracteres de su grupo dual.
Este es un teorema profundo, cuya demostracion se apoya sustancialmente en el
Teorema de representacién de Peter-Weyl.

S.Kaplan (1948) fue el primero en dar un ejemplo de grupo no localmente com-
pacto para el que se cumple también la propiedad enunciada en el teorema de Pon-
tryagin, llamada reflexividad. Su ejemplo consiste en un producto arbitrario de
grupos localmente compactos, no compactos; también considera los limites directos
e inversos de grupos localmente compactos.

En 1950 apareci6 el trabajo de M.Smith donde se demuestra que el grupo
topoldgico subyacente a un espacio vectorial topolégico reflexivo (en el sentido del
Anélisis Funcional) es reflexivo en el sentido de Pontryagin. Ademds esta ultima
nocién es mas general, ya que cualquier espacio de Banach infinito dimensional es
reflexivo como grupo (es bien conocido que un espacio de Banach no es necesaria-
mente reflexivo en el sentido del Anélisis Funcional).

Claramente un espacio vectorial topoldgico infinito dimensional no es local-
mente compacto. Pero ademads este ejemplo hace pensar en los espacios vecto-
riales topolégicos como una clase especialmente distinguida de grupos topolégicos
abelianos. La teoria de espacios vectoriales topoldgicos ha sido muy elaborada en
los anos 50 y 60 y existen teoremas muy potentes, dentro del Anadlisis Funcional
relativos a ellos y, particularmente, a la subclase de los espacios localmente conve-
x0s; por esta razén, nos parecié atractivo estudiar versiones analogas de algunos de
esos teoremas para grupos topoldgicos, siendo ésta la primera motivacién para la
presente memoria. Concretando un poco mas, nos llamé la atencién un teorema
de Butzmann de enunciado sencillo y elegante que afirma lo siguiente: un espacio
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vectorial topoldgico es “reflexivo” en un sentido que especificaremos si y sélo si es
localmente convexo y completo.

Para desvelar la “reflexividad” en sentido Butzmann tuvimos que estudiar la
“estructura de la convergencia continua” y ésta se enmarca dentro de los espacios de
convergencia, una clase de espacios que incluye los espacios topoldgicos. En efecto,
se remonta a E.Fischer (1930) y H.R.Binz la idea de dotar al dual algebraico de un
grupo (o espacio vectorial) topoldgico de una estructura que no llega a ser topologia,
pero cuya definicién es “ad hoc” para que la aplicacién evaluacién definida del pro-
ducto del grupo (respectivamente del espacio) por su dual en el toro unidimensional
(respectivamente en los reales) sea continua. El dual asi entendido lo denominamos
BB-dual o dual de convergencia y, en principio, no es topolégico. Al definir la BB-
reflexividad del mismo modo que antes, hay que tratar con el dual de un grupo que
no es topolégico. Por esta razén hay que disponer de resultados que sean vélidos
para grupos de convergencia y grupos topoldgicos simultaneamente.

Si partimos de un grupo topoldgico localmente compacto la estructura de conver-
gencia continua en el dual deriva de una topologia, que es precisamente la compacto-
abierta. Por ello el dual de convergencia es exactamente el dual sin méas y la BB-
reflexividad se puede considerar una extensién de la dualidad de Pontryagin.

La independencia de las nociones de BB-reflexividad y reflexividad en sentido
Pontryagin se demuestra en [29] y su coincidencia en grupos metrizables en [28].
Conociendo ambos trabajos, hemos hecho un estudio méas completo del tema, y
vemos en el Capitulo 6 las razones que avalan el hecho de que los conceptos de
convergencia continua, BB-dual, etc. son los instrumentos més adecuados para
estudiar problemas relacionados con la completitud de grupos y espacios.

Al salirnos del marco de los grupos abelianos localmente compactos se pierden
muchas técnicas de trabajo y la teoria de dualidad, incluso en el sentido clasico de
Pontryagin, esta sembrada de dificultades. No se conoce una caracterizacion precisa
de los grupos reflexivos y, ademds, la clase de los grupos reflexivos no es cerrada
por las operaciones de pasar a subgrupos cerrados o a cocientes de Hausdorff, lo que
propicia la definicién de una subclase donde haya estabilidad para estas operaciones.
Con este objetivo se introdujo la “dualidad fuerte” en un articulo de R.Brown,
P.J.Higgins, y S.A.Morris [20], nocién que aparece simplificada en [8], al comprobar
que las condiciones requeridas no eran independientes. Esencialmente un grupo es
fuertemente reflexivo si sus subgrupos cerrados y sus cocientes de Hausdorff, asi
como los de su dual son reflexivos. En esta memoria hemos definido los grupos
fuertemente reflexivos de convergencia, donde ain cabe una simplificacién mayor.
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Desmenuzamos ahora los contenidos de cada Capitulo de esta memoria, senialan-
do (méds claramente) lo que son aportaciones nuestras a la teoria; de hecho en el
texto damos referencias bibliograficas en todos aquellos resultados extraidos de la
literatura. De ahora en adelante sélo hablaremos de grupos abelianos, aunque no se
haga mencion explicita de ello.

Capitulo 1. Se describen los espacios de convergencia, marco adecuado para
definir después la estructura de convergencia continua. Se trata de un Capitulo gene-
ral para fijar las nociones que usaremos después. Hemos tenido que desbrozar lo que
nos parecia esencial de la abundante (y no siempre coincidente) literatura. Nuestro
punto de vista, convergencia mediante redes, es notoriamente menos frecuente en
la misma, y de hecho hemos clarificado la relacién existente entre redes y filtros
convergentes cuando no se da la circunstancia de estar en un espacio topoldgico,
situacién 6ptima en la que ambas teorias son equivalentes.

Estudiamos en este Capitulo la topologia asociada a una estructura de convergen-
cia (P.Urysohn empleaba la terminologia que nos parece muy grafica de convergencia
a priori 'y topologia a posteriori), y nos situamos ya en convergencias compatibles
con la estructura de grupo, dando propiedades generales de las topologias asociadas
a subgrupos y cocientes.

El concepto de k-espacio topoldgico, tan fructifero en la topologia general, nos
ha servido de modelo para introducir (seccién 1.5) lo andlogo en convergencia. De
hecho los k-espacios de convergencia han surgido de forma natural en nuestra in-
vestigacion. En 1.6 extendemos algunas propiedades muy conocidas y esenciales de
grupos topoldgicos a los grupos de convergencia, y finalmente incluimos aqui los
Teoremas 1.7.1 y 1.7.2 que tuvimos que desarrollar como instrumentos para nuestro
trabajo reflejado en los Capitulos 3 y 7.

Capitulo 2. Se describe la estructura de convergencia continua en primer lugar
para un subespacio F' del espacio de funciones continuas C'(X,Y’) con X e Y espa-
cios topolégicos o espacios de convergencia. Después concretamos el caso en que X
es grupo de convergencia (respectivamente espacio vectorial de convergencia), Y el
toro unidimensional (respectivamente el espacio de los reales) y F' la familia de los
caracteres (respectivamente formas lineales) continuos. Es personal haber adoptado
las redes como instrumento de trabajo. Algunas de nuestras proposiciones han surgi-
do para matizar las distintas acepciones de “convergencia continua”’ existentes en la
literatura. Por ultimo probamos que, si X es primero numerable, la estructura de
convergencia continua y la topologia compacto-abierta tienen las mismas sucesiones
convergentes (si bien, no las mismas redes convergentes).
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Capitulo 3. Consideramos en este Capitulo el dual de convergencia de un grupo
topolégico. Con esta operacién nos salimos de la categoria de los grupos topolégicos
abelianos, y en las proposiciones que desarrollamos tendremos que tener en cuenta
su validez para grupos de convergencia. Una observacién que cabria hacer es por
qué no plantear directamente las cuestiones para grupos de convergencia, es decir,
por qué no considerar la dualidad en toda la categoria CONABGR de los grupos
de convergencia abelianos. De hecho no lo hacemos asi porque nuestro interés estd
en obtener propiedades de grupos topolégicos, aunque para ello hayamos de usar
instrumentos ajenos a la teorfa. Ademas, al incidir sobre el mismo campo de trabajo,
los grupos topolégicos, cabe establecer comparaciones entre la BB-reflexividad y la
reflexividad en el sentido de Pontryagin. Otra razén para no hacer un estudio
en toda la categorfa CONABGR es que existen dificultades adicionales al trabajar
en grupos de convergencia y algunos de los resultados que hemos obtenido para
grupos topolégicos no hemos conseguido probarlos para grupos de convergencia en
general. Expresada asi nuestra inclinaciéon a trabajar en grupos de convergencia
como instrumento, vamos a destacar no obstante una “armonia” de la categoria
CONABGR, que podemos afirmar tras haber obtenido el resultado (3.2.5). El dual
de un grupo de convergencia localmente compacto es un grupo topolégico y el dual
de convergencia de un grupo topolégico es un grupo de convergencia localmente
compacto.

Como primer paso para estudiar la dualidad en grupos localmente compactos
de convergencia hemos iniciado el estudio de dualidad para grupos compactos y
discretos. No sabemos ningtin ejemplo de grupo compacto de convergencia que no
sea topolégico. Si existiera, desde luego no seria BB-reflexivo (Proposicién 3.2.8 y
Corolario 3.2.6). Por otra parte, el dual de un localmente compacto de convergencia
no es localmente compacto. La posibilidad de definir algin teorema de estructura
para grupos localmente compactos de convergencia parece muy remota ya que hay
hordas de ellos. jTodo dual de convergencia de un grupo topoldgico es localmente
compacto!

En el dual de convergencia de un grupo topolégico hay propiedades que pueden
obtenerse con mayor fuerza que en el correspondiente dual topoldgico; por ejemplo el
grupo de caracteres de un cociente por un subgrupo cerrado es isomorfo bicontinua-
mente al polar del subgrupo (Proposicién 3.0.3). Al considerar duales topoldgicos
la correspondiente aplicacién candnica no es en general isomorfismo topoldgico.

Hemos estudiado los conceptos de subgrupo dualmente cerrado y dualmente
sumergido en grupos de convergencia, y hemos probado que todo subgrupo com-
pacto de un grupo con suficientes caracteres continuos es dualmente cerrado y dual-
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mente sumergido. El resultado andlogo para subgrupos abiertos (Proposicién 3.3.6)
se obtiene mds facilmente.

Estudiamos los conjuntos equicontinuos del dual que esencialmente coinciden
con los compactos de convergencia del dual. Esto es importante para los futuros
desarrollos, y en 3.3 también establecemos las bases para el estudio a través de los
subgrupos abiertos y compactos de la BB-reflexividad del grupo, que se hara en el
Capitulo 7.

Capitulo 4. Se dedica a la nocién de casi-convexidad. Como se dijo més arriba,
los espacios localmente convexos son una clase de espacios vectoriales topoldgicos que
juega un papel preponderante en la teoria de los mismos. Un obstéculo para genera-
lizar teoremas de espacios vectoriales topoldgicos a grupos topoldgicos abelianos es
precisamente que el concepto de convexidad no tiene sentido en los grupos. Vilenkin
en [85] defini6 el concepto de conjunto casi-convexo. Banaszczyk demostrd que el
grupo subyacente a un espacio vectorial topoldgico es localmente casi-convexo si y
sélo si el espacio es localmente convexo, y esto permite decir que los grupos localmente
casi-converos son la generalizacién de los espacios localmente convexos. Hemos
estudiado con detalle en este Capitulo la gran diferencia que existe no obstante
entre conjunto convexo y conjunto casi-convexo en un espacio vectorial topoldgico y
hacemos varios calculos en grupos sencillos, que ilustran estas grandes diferencias.
Es de destacar, por ejemplo: a) un intervalo de la forma [a, b], con 0 < a < b, no es
casi-convexo en R; b) el conjunto {—1,0,1} es un subconjunto casi-convexo de R,
etc. La literatura sobre el tema no se habia ocupado de todo esto, pero nos parece
importante disponer de ejemplos para no caer en confusiones, bastante naturales
por otra parte.

Aunque los grupos localmente casi-convexos fueron introducidos en 1951, el
primer estudio posterior que aparece de los mismos es en 1991, en [8], si bien ahi
se tratan en funcién de una clase de grupos que se introducen (los grupos nuclea-
res), que resultan ser localmente casi-convexos. No obstante en la citada memoria

aparecen propiedades basicas de los grupos localmente casi-convexos.

Otra referencia actual la proporciona la tesis de L.Aussenhofer, donde se da un
importante teorema de estructura de los mismos, y varios resultados béasicos. Dicha
tesis fue defendida en Julio de 1998, fecha en que obtuvimos un ejemplar de la
misma, y pudimos comprobar que algunos de sus resultados se solapaban con otros
que habiamos obtenido nosotros, y que por esta razén no los hemos incluido en la
presente memoria, a excepcion de 4.3.7. Sin embargo agradecemos haber conocido
este trabajo; concretamente el Ejemplo 6.1.10, donde se demuestra la no reflexividad
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del grupo LZ[0, 1], nos ha servido para nuestro estudio posterior de completitud en
grupos, que hacemos en el Capitulo 6.

Entre las Proposiciones béasicas que hemos demostrado esta que el cociente de un
grupo localmente casi-convexo por un subgrupo compacto es localmente casi-convexo
(4.3.6). Se sabe que la casi-convexidad se comporta mal en general en relacién a los
cocientes; concretamente todo espacio de Banach B admite un subgrupo discreto F'
tal que B/F tiene como dual el grupo trivial, y por tanto B/F no es localmente
casi-convexo, siéndolo B.

En el epigrafe 4.6 estudiamos la “modificacién localmente casi-convexa” de una
topologia de grupo. Bajo este nombre entendemos la topologia localmente casi-
convexa mas fina entre las menos finas que la del grupo de partida. Esta topologia
surgié al intentar probar si la casi-convexidad local es una propiedad de tres espacios,
i.e. una propiedad que siempre que se da en un subgrupo y en el cociente por dicho
subgrupo, se da necesariamente en el grupo de partida. Un ejemplo citado en [50]
para espacios localmente convexos nos alerté de que la respuesta a ese problema en
general era negativa, pero ya habiamos estudiado la mencionada “modificacién”, y
pudimos probar que la propiedad se da para el caso en que el subgrupo sea compacto.
Hemos hecho ya una publicacién [21] con este resultado.

Capitulo 5. Exponemos aqui algunas analogias y diferencias entre los espacios
vectoriales y los grupos topoldgicos, recordamos distintas topologias localmente con-
vexas y la relacién entre el espacio de las formas lineales (continuas) y el grupo de los
caracteres (continuos) de un espacio vectorial topoldgico. También hemos estudiado
la elevacion de caracteres de un grupo.

Los espacios vectoriales de convergencia se conocen mejor que los grupos de con-
vergencia. Hemos probado que la topologia asociada a la estructura de convergencia
continua, definida en el dual de un espacio vectorial topoldgico, es precisamente la
ew™ (equicontinuous weak star) (Teorema 5.3.3). Este hecho es interesante y, en
cierto modo, ayuda a entender con mas profundidad algunos resultados conocidos
en la literatura. En particular, nos ha permitido extender el Teorema de Banach-
Dieudonné a espacios vectoriales metrizables. Es decir, quitamos las hipétesis de ser
localmente convexo y completo en dicho teorema.

En el Teorema 5.3.12 vemos, en el marco de los espacios vectoriales topolégicos
localmente convexos, dos propiedades equivalentes a la BB-reflexividad, que nos
permitiran demostrar, en el siguiente Capitulo, la equivalencia con la completitud.

Capitulo 6. Hemos probado que el teorema de completitud de Grothendieck,
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vélido para espacios vectoriales topolégicos localmente convexos, no admite lo que
seria la generalizacién standard a la clase de grupos abelianos localmente casi-
convexos. Presentamos un ejemplo (6.1.10) de grupo localmente casi-convexo,
metrizable, que es completo y que no verifica el andlogo al Teorema de Grothendieck
para grupos.

Sin embargo, teniendo en cuenta que la completitud de un espacio localmente
convexo es equivalente a la BB-reflexividad, se consigue una versién debilitada del
Teorema de Grothendieck que satisfacen los grupos localmente casi-convexos (Teore-
ma 6.1.8). En particular para grupos subyacentes a espacios vectoriales topoldgicos
localmente convexos, asi como para sus grupos duales, se puede reforzar el resultado
anterior (Teoremas 6.0.4 y 6.0.2). La convexidad local es necesaria para poder afir-
mar que un espacio vectorial topolégico es BB-reflexivo y consecuentemente para
obtener la equivalencia entre completitud y BB-reflexividad, como demuestra el
Ejemplo 6.0.3.

En 6.3 hemos definido la propiedad ccp para grupos localmente casi-convexos.
La motivacién ha sido que la completitud de un espacio localmente convexo esta
estrechamente relacionada con el hecho de que la envoltura convexa y equilibrada
de todo compacto, sea de nuevo un conjunto compacto (convex compactness pro-
perty). A pesar de ser muy natural definir esta propiedad para grupos, de modo
analogo a la correspondiente para espacios vectoriales topoldgicos, no habia sido he-
cho en la literatura sobre el tema. En 6.3.1 vemos que nuestra definicién generaliza
la correspondiente nocién en espacios vectoriales topolégicos y a lo largo de todo
este epigrafe senalamos también analogias y diferencias de comportamiento de la
propiedad en los espacios y en los grupos. Una diferencia notable es que la ccp en
espacios vectoriales localmente convexos equivale a la suprayectividad de la inmer-
sién candnica del espacio en su bidual (6.3.3), mientras que en grupos no es cierto,
ni siquiera para grupos metrizables, como demuestra el grupo L2[0,1] (cfr. 6.3.6 y
6.3.5). Es interesante asimismo conocer que los grupos reflexivos tienen la propiedad
cep (6.3.10); que Q no la tiene (6.3.15), y que si un grupo tiene la propiedad ccp y
la evaluacién es continua, entonces el grupo es necesariamente localmente compacto
(6.3.14).

Capitulo 7. Probamos que si un grupo topoldgico (o un grupo de convergencia)
G contiene un subgrupo abierto A, entonces G es BB-reflexivo si y sélo si lo es A.
Por otra parte si K es un subgrupo compacto de un grupo topolégico con suficientes
caracteres continuos, G/K es BB-reflexivo si y sélo si lo es G.

En [10] estaban estudiadas propiedades andlogas para la reflexividad en el sentido
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clasico. Sin embargo las demostraciones de estos hechos para la BB-reflexividad han
requerido técnicas distintas, tuvimos que desarrollar, por ejemplo, 1.7.1, 1.7.2, 3.3.7
y 3.3.9, y de hecho nuestros resultados implican algunos de los de [10].

Probado esto era muy natural pensar en todos los subgrupos cerrados y en los
cocientes de Hausdorff de un grupo y estudiar su BB-reflexividad. Facilmente se
constata que la clase de los grupos BB-reflexivos no es cerrada por cocientes de
Hausdorff, ni por subgrupos cerrados (no hay mds que tener en cuenta que en el
marco de los grupos metrizables ambas reflexividades coinciden y hay ejemplos de
grupos metrizables reflexivos que no son fuertemente reflexivos en sentido Pontrya-

gin).

Por ello introdujimos los grupos fuertemente BB-reflexivos, cuya definicién puede
hacerse mas simple que la de los grupos fuertemente reflexivos en sentido Pontrya-
gin. Un grupo G es fuertemente BB-reflexivo si los cocientes por subgrupos cerrados
de G y de su dual son BB-reflexivos. De modo automatico se obtiene que los sub-
grupos cerrados son BB-reflexivos, como se demuestra en 7.4.1. Para probar que la
definicién tenia consistencia, hemos dado ejemplos de grupos BB-fuertemente refle-
xivos distintos de los localmente compactos. Ain no hemos podido obtener ningin
ejemplo que haga ver que la reflexividad fuerte en sentido cldsico es distinta de la
BB-reflexividad fuerte. La posible coincidencia de ambas propiedades simplificaria
notablemente la definicién de los primeros.

Por dltimo estudiamos en este Capitulo las propiedades denominadas X1 y X2.
Un grupo verifica X1 si todos sus subgrupos cerrados son dualmente cerrados y
verifica X2 si todos sus subgrupos cerrados son dualmente sumergidos Hemos com-
probado que estas propiedades se dan automaéaticamente si existe algin subgrupo
abierto que las tenga.

Ademads de las preguntas que hemos dejado explicitamente planteadas, hay otras
cuestiones que hemos abordado sin éxito. El tema es muy sugerente.

Capitulo 8. Reiteramos una vez mas que el estudio de los espacios vectoriales
topoldgicos como una clase distinguida de grupos topoldgicos ha estado subyacente
en todo lo que hemos ido desarrollando a lo largo de esta memoria.

En esta Capitulo hemos estudiado condiciones bajo las cuales se puede afirmar
que un grupo topoldgico G' dotado de su topologfa de Bohr, G, es angélico. En
cierto modo la topologia de Bohr de un grupo es “andloga” a la topologia débil
de un espacio vectorial topoldgico. En efecto, la topologia de Bohr es la menos
fina de las que hacen continuos todos los caracteres del grupo. Sin embargo, hay
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que resaltar el hecho de que en un espacio vectorial topoldgico (aunque sea finito
dimensional) la topologia débil como espacio no coincide con la de Bohr. Es bien
conocido por ejemplo, que todo espacio de Banach con la topologia débil es angélico,
pero pensamos que nadie se habia ocupado hasta ahora de esta propiedad para
grupos topoldgicos. En 8.3.1 obtenemos que si un grupo topolégico G es metrizable
y su dual separa puntos, GT es angélico, si bien la metrizabilidad no es condicién
necesaria para ello (8.3.6). Asimismo en 8.3.4 damos otras condiciones bajo las

cuales también se cumple la propiedad.



Capitulo 1

Espacios de convergencia

La nocién de convergencia histéricamente es previa a la nocién de topologia. Como
es bien sabido los espacios topoldgicos surgieron por una necesidad de tratar de modo
unificado y sistemético propiedades de convergencia de sucesiones de funciones. En
el marco de los espacios topoldgicos la convergencia se define con el rigor apropiado,
por esta razon parece natural tomarlos como punto de partida.

Aunque la convergencia de sucesiones no es suficiente para determinar una
topologia, hacia los anos 20 se introdujeron las redes -sucesiones generalizadas,
hablando informalmente- cuya convergencia determina univocamente la topologia
(teorfa de Moore-Smith [65]). Es decir, a partir de las redes convergentes se cons-
truyen los cerrados del “espacio” y por tanto los abiertos. Moore y Smith fijaron las
condiciones que debia cumplir una familia de redes convergentes para que existiera
una topologia en el conjunto cuyas redes convergentes fueran precisamente las dadas
en principio (cfr. [53]).

En realidad, por estructura de convergencia entenderemos una familia de redes
convergentes (o equivalentemente una familia de filtros convergentes) en un conjun-
to, que cumple algunas de las condiciones de Moore-Smith, es decir, que puede o no
provenir de una topologia. Nosotros en particular estamos interesados en la estruc-
tura de la convergencia continua, que se define en un “dual”, si bien para enmarcarla

haremos algunos estudios relacionados.

Si X e Y son espacios topoldgicos y C(X,Y) es el conjunto de aplicaciones
continuas de X en Y, al dotar a C'(X,Y") de la topologia compacto-abierta, la apli-
cacién evaluacién, e: C(X,Y) x X — Y definida por e(f,x) = f(x) no es continua,
salvo en casos muy particulares. Si alguna topologia 7 en C(X,Y’) hace continua

11
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la evaluacién, ha de ser mas fina que la compacto-abierta y no existe, en general,
la menos fina de todas ellas. Se puede dotar sin embargo a C'(X,Y’) de una estruc-
tura de convergencia que es la menos fina de todas aquéllas que hacen continua la
evaluacién, se denomina la estructura de la convergencia continua. FEn el Capitulo 2
estudiamos su definicién y propiedades; a este fin introducimos previamente, en este
Capitulo, los espacios de convergencia. Después nos centraremos en el estudio de los
grupos de convergencia y sus caracteres (i.e. homomorfismos del grupo en el toro
unidimensional T) continuos.

1.1 Estructuras de convergencia

Las nociones de convergencia de sucesiones, redes y filtros en espacios topoldgicos
son bien conocidas. Un estudio detallado del tema se puede encontrar en [45]. Aqui
daremos definiciones y propiedades encaminadas a trabajar en el marco general de
los espacios de convergencia.

Enumeramos las propiedades que debe tener una estructura de convergencia en
un conjunto X para ser la convergencia definida por una topologia:

1. toda red casi-constante es convergente,
2. toda subred de una red convergente a un elemento x, es convergente a x

3. si una red no converge a x, entonces existe una subred tal que ninguna de sus
subredes converge a x

4. teorema del limite iterado: Sea {z)} ca una red convergente a x y, para cada
A€ A, sea {xﬁ}ue M, unared convergente a x, entonces existe una red diago-

nal convergente a x, i.e. si M = U M), y se considera en A x M el preorden
A€A
lexicografico, entonces existe una subred de {xﬁ}( Apn)EAx M convergente a .

A su vez, los filtros convergentes en un espacio topoldgico (X, 7) definen de forma
natural una estructura de convergencia (sea F un filtro en X, x € X y B.(z) el filtro
de entornos de z, entonces F - z < B, (z) C F).

La definicién de subred que utilizaremos es debida a Ward [86] y tal como se
comenta en [45] es la que da una perfecta equivalencia entre redes y filtros, en
el siguiente sentido: si una red converge, el filtro de secciones asociado también
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converge y, reciprocamente, a todo filtro se le asocia de forma natural una red, que
converge si lo hace el filtro.

En este apartado vamos a dar la definicién de espacio de convergencia. Com-
pararemos dos formulaciones distintas y daremos los axiomas que después vamos a
manejar.

Sean {Sy }nep v {Tn}mer dos redes, entonces diremos que:

{Tn}meE es subred para cada ng € D, existe mg € E que cumple: Vm € E
de {Sp}nep con m > my, existe n € D tal quen > ngy I, = S,

En un conjunto X, no vacio, se puede definir una convergencia indistintamente
por redes o filtros. Si F es un filtro en X, designaremos por Sr a la red asociada al
filtro:

Sr:={zo|a=(x,F)conzx,=2€F € F}

donde la relacién de direccién en el conjunto dirigido {(x, F) | x € F € F} es:

(2, F) < (2/,F') < F'CF

Dada una red S := {4 }aca, €l filtro de secciones asociado es:

Fs :={F|3ap € A con z, € F,Va > o}

Proposicién 1.1.1 Sean F < F' dos filtros, entonces la red asociada a F' es subred
de la red asociada a F.

DEMOSTRACION: Sean Sr = {za}aca ¥ S7 = {yg}pep las redes asociadas a los
filtros F y F' respectivamente.

Sea a := (z, F). Tomemos F| € F' tal que Fj; C F y sea yo € F{. Entonces, dado
Bo = (yo, Fy), VB = (y, F'), y € F' € F', tal que B > [y (i.e. F' C F}), existe
ag = (y, F) > (z,F) = a tal que 24, =y = yg. 0

Sea S un subconjunto de X y F un filtro en X. Diremos que F tiene traza en S si
para todo F' € F, FNS # (), y al filtro inducido por F en S lo denotaremos por trgF
(traza de F en S). Asi, trgF es el filtro formado por los conjuntos {F'NS : F € F}.

Una primera nocién de espacio general de convergencia (cfr. [71](1.16)) es la
siguiente: se define, en un conjunto no vacio, X, una estructura de convergencia
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como una aplicacién, lim, del conjunto de filtros en X al conjunto de subconjuntos
de X. Al par (X,lim) se le denomina espacio general de convergencia. Entonces un
filtro ¢ en X es convergente a x € X (¢ fimp x) siy sélo si z € limey. Es decir, se
asigna a cada filtro ¢ de X un subconjunto de X, lim, que estd formado por los
puntos a los que converge dicho filtro. Equivalentemente (cfr. [38], [15]) también
se puede definir (X, E), asignando a cada punto z € X el conjunto de filtros que
convergen a dicho punto, Z(z). Sin embargo estas definiciones son excesivamente
amplias y para tener una riqueza de propiedades hemos de exigir algunas condiciones
connaturales a una convergencia, pero hay diversas posibilidades y al hablar de un
espacio de convergencia no todos los autores se refieren exactamente a lo mismo.
Nosotros, siguiendo a Fischer [38] y a Binz [15], exigiremos condiciones equivalentes
a los axiomas de Fréchet y Kuratowski para sucesiones.

Todo espacio topoldgico es un espacio de convergencia. Cuando sea necesario,
denotaremos por A, a la estructura de convergencia definida a partir de los filtros
convergentes de una topologia 7.

Diremos que una estructura de convergencia = es topoldgica si existe una

topologia cuya estructura de convergencia es = (i.e. existe 7 tal que =, = E).

Veamos primero dos formulaciones distintas, donde aparecen los axiomas y las
propiedades basicas que utilizaremos.

1.1.1 Definicién de Poppe

Dado un espacio general de convergencia (X,lim), consideramos la interseccién de
filtros FNG :={FUG : F € F,G € G} y llamaremos filtro de entornos de x al

filtro U(x) := ({¢ : @ € lim ¢y}
Se consideran los siguientes axiomas, que puede verificar o no verificar una con-

vergencia:

L I: Para cada x € X, x € lim[{z}], donde [{x}] denota el ultrafiltro que contiene
a {z}.
L II: 3 C 1 implica lim C lim ;.

L III: Si para cada filtro p D 9 existe un filtro ¢ O p tal que = € lim o, entonces
x € lim .

L IV: Sil(x) existe, x € imU(x).
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L V: Existe una topologia 7 en X tal que la estructura de convergencia que de ella
lim

se deriva coincide con lim (i.e. ¢ = x <= 1 = ).

Observacion 1 FEl axioma L III es equivalente a:

L IIl: Si un ultrafiltro m D¢ y x € limw, entonces x € lim.

Lema 1.1.2 ([71] (1.17))
Sea (X,lim) un espacio de convergencia que cumple los aziomas L Iy L II. Entonces,
si (X, lim) verifica L IV, también verifica L III.

Observacién 2 Si un espacio general de convergencia (X,lim) verifica los axiomas
LI, L IIy LV puede ser identificado con un espacio topoldgico y entonces cumple
también L IIT y L IV.

1.1.2 Definicién de Fischer - Binz

En [38] y en [15] se definen los espacios de convergencia de la siguiente forma:
Sea X un conjunto, a cada x € X se le asocia una colecciéon Z(x) de filtros en X tal
que:

FB1: el ultrafiltro {A C X : x € A} estd en Z(x),
FB2: si F € Z(x) y G € E(x), entonces el filtro F NG también pertenece a Z(x),

FB3: si F € Z(z) y G D F entonces G € E(x).

Se denomina estructura de convergencia en X al conjunto = de todos los conjuntos
de filtros Z(x) para € X. El par (X, Z) se denomina espacio de convergencia y los

filtros F de Z(z) son los filtros convergentes a x. Escribiremos F = z en lugar de
F € E(x).

Esta es la definicién con la que aqui trabajaremos a partir de ahora. Su formu-

lacién con redes es la siguiente:

Sea (X,E) un espacio de convergencia, denotamos por Cz la clase formada por
los pares (x,S) tales que x € X, S es un red en X y Fg € Z(x). Las redes S tales
que (z,5) € Cz son las redes convergentes a x. Escribiremos S = x en lugar de

(z,8) € Cz.
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Proposicién 1.1.3 Si (X,Z) es un espacio de convergencia, entonces se verifica:

R1) toda red casi-constante es convergente,

R2) si {xa}aca y {ystpep son redes convergentes a x, entonces existe una red
{zy}yep convergente a x y tal que {To}taca Y {Yslpep son subredes de
{z}reD,

R3) toda subred de una red convergente a x, es convergente a x.

Consideraremos también la siguiente condicién:

R4) si una red no converge a x, entonces existe una subred tal que ninguna de sus
subredes converge a .

Si una convergencia cumple R4 (que es equivalente a L III y a L III’) diremos que
satisface el axioma de Urysohn, ya que es una generalizacién natural de los clasicos
axiomas de L-espacios definidos para sucesiones (cfr. [42], [56], [83]).

Se denota por C al conjunto de estructuras de convergencia en un conjunto X.
Por C; al conjunto de estructuras de convergencia = que ademas cumplen la siguiente

propiedad:

FB4: para cada x € X, existe un filtro B(z) € E(z) tal que F € E(z) si y sélo si
B(z) C F.

En ese caso, denotaremos por =Z(z) = [B(z)]. A las estructuras que cumplen FB4
las llamaremos principales.

Y finalmente Cy es el conjunto de estructuras de convergencia topoldgicas. En
ellas se cumple ademas:

FB5: para todo V € B(x), existe W € B(z) tal que para todo y € W, V € B(y).

En general tenemos: Cy C C; C C, donde las inclusiones son estrictas. Veremos
mas adelante que para grupos de convergencia se verifica Cy = Cj.
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1.2 Estructuras de convergencia topologicas

No todas las estructuras de convergencia provienen de topologias, veamos aqui un
clésico ejemplo.

Ejemplo 1.2.1 (/69])

Sean X = [0,1], Y = R, p la medida de Lebesque en R y C el subconjunto de Y~
formado por las funciones medibles y acotadas. Veamos que en C la convergencia
en casi todo punto (a.e.) no es topoldgica.

Consideremos la sucesion de funciones fi, 2, f2, f3, £3, 3, ... tal que:

paral<m<n, mneZt.

f[fl(:c):{ 1 (m—=1)/n<z<m/n

0 en caso contrario

Observemos que, para cada 1 < m < n, p({z : |f(x)| # 0}) = %, por tanto, la
sucesion converge en medida a 0, f}! £0. Sin embargo no converge en casi todo
punto, ya que p({x : lim f}(z) # 0}) = 1 porque, Vx € [0,1] y Vn, existe m,, tal que
o (r) = 1.

Supongamos que la convergencia en casi todo punto es topoldgica, es decir, eriste una
topologia T en C tal que fo 5 0 <= f, = 0. Entonces f 72 0, luego, existe U €
Bc,r(0) tal que ¥n, 3n' > n con ¥ g U. Pero {f} es una subsucesion de {f} y
por tanto 7V £ 0. Asi, existe una subsucesion {7} “5 0 (/32] Proposition 3.1.2.).
Como estamos suponiendo que la convergencia es topoldgica, {f]};/} 50, lo cual
contradice que fI & U, Vn'.

A continuacién se enumeran las condiciones que debe cumplir una coleccién de
filtros para definir una convergencia topolégica.

Proposicién 1.2.2 ([45] Proposicion 1.12.107)
Sea X un conjunto no vacio, a cada v € X se le asocia una coleccion =(x) de filtros
en X tal que:

G1. el ultrafiltro {A C X : x € A} estd en Z(x),
G2. si F € Z(x) y G D F entonces G € E(x),

G3. si F ¢ Z(x) existe G D F, tal que para todo filtro H O G, H ¢ =(x),
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G4. para todo A C X, sea
A:={x e X | IF € Z(z) tal que A € F}
entonces, si G € Z(z) y A € G, se tiene que z € A,
G5. si para cada F € F, existe F, € Z(x) con F € F, y x € X fijo, entonces

existe F"' € Z(x) tal que F C F".

Entonces existe una unica topologia, 7, en X tal que

FLaze= FecZ)

1.3 Conceptos topoldgicos en estructuras de convergen-
cia

Vamos a tener en cuenta las caracterizaciones que se indican a continuacién de los
siguientes conceptos topoldgicos, mediante convergencia de filtros:

Sean (X, 7), (Y,7’) espacios topolégicos,

a) A C X es abierto en 7 siy sélo si para todo filtro F en X, convergente a z € A
= AeF,

b) C C X es cerrado en 7 si y sélo si para todo filtro F en X con traza en C,
convergente a x = z € C,

¢) H={xr € X :3F filtro en X con traza en H tal que F — x}

d) f: X — Y escontinuaen x € X siy sdlo si para todo filtro F en X, convergente
ax = f(F) — f(x), donde f(F) designa el filtro en Y engendrado por los
conjuntos f(F') con F € F.

Muchos otros conceptos topoldgicos se pueden caracterizar en términos de con-
vergencia de filtros o redes y por tanto tiene sentido definirlos en el marco de los
espacios de convergencia (cfr. [15]).

A lo largo de esta seccién sean (X,A) e (Y,Z) dos espacios de convergencia.
Sea S un subconjunto de (X,A). Para todo filtro F en S, sea Fx el filtro en X
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engendrado por F. Definimos la estructura de convergencia inducida en S, Ajg,
mediante los filtros convergentes en cada punto z € S:

Ajg(w) :={F filtroen S | Fx A x}.

Diremos que A C X es A-abierto si y sélo si A € F, para cada filtro F en X,
convergente a algin punto de A. Y diremos que C' C X es A-cerrado si y soélo si
X — C es A-abierto (i.e. para todo filtro F tal que C € F, si F converge a un punto
x, entonces = € C).

Es facil comprobar que los abiertos asi definidos verifican las condiciones para
ser una topologia, 75, que llamaremos topologia asociada a A, y cuyas propiedades
estudiaremos mds adelante (§ 1.4).

Para todo subconjunto M de X, el conjunto
M :={x € X | 3F € A(x) tal que M € F}

. A . .
se denomina la A-clausura de M (la denotaremos por M cuando, al manejar diver-
sas estructuras, haya posibilidad de confusién). Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

Proposicion 1.3.1 Dados A y B, dos subconjuntos de X, se verifica:

d) ADBCANByAUB=AUB

Observacién 3 Un subconjunto C de X es A-cerrado siy sélo si C = C.

Observemos que dado un subconjunto M de X, su A-clausura, M, no es siem-
pre un subconjunto cerrado (i.e. M O M). Cuando se da la igualdad para todo
subconjunto de (X, A), la estructura de convergencia A es topoldgica.

Sea f: X — Y una aplicacion entre espacios de convergencia y sean F y G filtros
en X e Y respectivamente. Denotaremos por f(F) al filtro imagen de F por f,



20 CAP{TULO 1. ESPACIOS DE CONVERGENCIA

engendrado por {f(F) : F € F}. Igualmente, si VG € G, GN f(X) # 0, se define el
filtro antiimagen de G, f~1(G).

Observemos que f~Y(f(F)) € F, f(f~Y%G)) 2 G y si f es suprayectiva
Y9 =6

Se dice que f es continua si f(F) — f(x) en Y cuando F — x en X.

La composicién de funciones continuas es continua. Por la definiciéon de estruc-
tura inducida en un subconjunto de un espacio de convergencia, la inclusién es una

funcién continua y, asimismo, lo es la restriccién de una funcién continua.

Proposicion 1.3.2 Sea f: X — Y una aplicacion continua entre dos espacios de
convergencia X eY, entonces para todo abierto O C'Y, f~1(O) es abierto en X.

DEMOSTRACION: Sea O C Y un abierto y F un filtro en X, convergente a z €
f71(O). Por ser f continua, f(F) converge, en Y, a f(x) € O, entonces O € f(F)
por ser abierto y de aqui se deduce f~1(0) € f~1(f(F)) C F. 0

Dadas dos estructuras de convergencia, A; y Ag, en un conjunto X, diremos que
Ay es mas fina que Ag (Ay < Ay) sila identidad, id: (X, A1) — (X, A2), es continua.

En los espacios de convergencia se definen también estructuras finales e iniciales,
con la propiedad universal que caracteriza dichas estructuras, de forma analoga al
caso topoldgico ([38] §2, 4.). Ejemplos de estructuras iniciales son la inducida en un
subconjunto y la producto. Estudiaremos ahora la estructura cociente que es final.

Sea ~ una relacién de equivalencia en el conjunto X y sea p: X — X/~ la
proyeccién candnica. La estructura cociente A/~ en X/~ se define como la més
fina que hace continua la proyeccién p. Es decir, un filtro F en X/~ es A/~-
convergente a [x] € X/~ si y sélo si contiene alguna interseccién finita de filtros
de la forma p(¢;), donde ¢; es un filtro en X, A-convergente a alguna preimagen

zi € p~([2]).

En espacios de convergencia se definen también axiomas de separacion. Se dice
que X es de Hausdorff si todo filtro en X converge a lo sumo a un punto.

Diremos que X es A-compacto si para todo filtro F en X, existe G D F conver-
gente a cierto x € X. Equivalentemente, si todo ultrafiltro U en X converge a algtin
z € X. Un subconjunto K C X es A-compacto si lo es como espacio de convergencia
con la convergencia inducida Ak
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Proposicion 1.3.3 Los subconjuntos cerrados de un compacto son compactos.

DEMOSTRACION: Sea C un cerrado de un espacio compacto X y sea F un filtro en
C. Para el filtro en X, engendrado por F, existe un filtro mas fino G — x € X, pero
C € G y es cerrado, por tanto x € C'y entonces el filtro de trazas de G es mas fino
que F y converge en C. 0

Proposicion 1.3.4 Los subconjuntos compactos de un espacio de convergencia de
Hausdorff son cerrados.

DEMOSTRACION: Sea K un compacto de un espacio de convergencia X y sea x € K,
entonces existe F — x tal que K € F. Por ser K compacto, existe G D trgF,
convergente en K a un y € K, entonces Gx — y, como F converge ax € X y X es
de Hausdorff, x =y € K. 0

Proposicion 1.3.5 Sean X eY dos espacios de convergencia tal que Y es de Haus-
dorff y f: X — Y wuna aplicacion continua, entonces la imagen de un subconjunto
compacto es compacta.

DEMOSTRACION: Sea K C X compacto, g = fig: K — f(K) es una aplicacién
suprayectiva, continua, y sea F un filtro en f(K), entonces g~ (F), es un filtro en
K. Por ser K compacto, existe G D g~ !(F), convergente en K. El filtro imagen
directa de G por g contiene a F y, por ser g continua, es convergente en f(K).

Proposicién 1.3.6 (/38] Satz 7)

Sean X e Y dos espacios de convergencia tales que Y es de Hausdorff y X es com-
pacto y su estructura de convergencia es principal, entonces toda aplicacion continua
y biyectiva f: X — Y es bicontinua.

Un espacio de convergencia X es localmente compacto si es de Hausdorff y todo
filtro convergente posee un elemento compacto. Observemos que la condicién e-
quivalente, expresada mediante redes, es que para toda red convergente, existe un
compacto que contiene eventualmente a la red.

Proposicion 1.3.7 Los subconjuntos cerrados de un espacio de convergencia local-
mente compacto son localmente compactos.
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DEMOSTRACION: Sea un cerrado C' C X y sea F un filtro en C' convergente, por
definicién el filtro en X generado por F es también convergente y entonces, contiene
un elemento compacto K. Como C pertenece al filtro generado por F, K N C # 0,
es compacto en C' y esta en F. 0

Proposicion 1.3.8 Los cocientes de Hausdorff de un espacio localmente compacto
son localmente compactos.

DEMOSTRACION: Sea (X, =) un espacio de convergencia localmente compacto, X/~
un cociente de Hausdorff y F un filtro en X/~, convergente a [z]. Entonces existen
T

filtros G; — x; en X, tal que z; € p~1([z]) ¥y ﬂ p(G;) C F. Por ser X localmente
i=1

r
compacto, existen compactos K; € G; y entonces F > U p(K;) que es compacto. m
i=1

Observaciones 4 Si (X,7) es un espacio topoldgico, podemos considerar la
topologia cociente y la estructura de convergencia cociente, vamos a denotarlas por
T/~ y A/~ respectivamente. Recordemos que T/~ es la topologia mds fina en
X/~, que hace continua la proyeccion p: X — X/~, y A;/~ es la estructura de
convergencia mas fina que hace p continua. Entonces:

1. 7/~ < A; )/~

2. La igualdad 7/~ = A;/~ no siempre se da, en efecto, la Proposicion 1.5.8 no
se verifica, en general, para espacios topoldgicos, i.e. si (X,T) es localmente
compacto, T/~ puede no serlo; y sin embargo dicha Proposicion afirma que
A/~ es una estructura de convergencia localmente compacta.

3. Si la proyeccion p: (X, 1) — (X/~,7/~) es abierta, entonces 7/~ = A /~.

Basta ver que para todo [x] € X/~, el filtro de entornos de [x] es A;/~-

A/~ , . .
convergente, i.e. Br,.([z]) b/ [x]. Y esto se verifica porque, si p es abierta

p(Br(2)) € Br/([2])-

Proposicién 1.3.9 Sea (X1,A1) un espacio de convergencia que satisface el axio-
ma de Urysohn y (Xo,A2) un espacio de convergencia localmente compacto. Si
J: (X1,A1) — (X2, o) es una aplicacion continua y biyectiva tal que J~1 transforma
subconjuntos compactos en compactos, entonces J ~1 es continua.
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DEMOSTRACION: Sea F un filtro convergente a z en (Xa,A3) y sea y = J ().
Ya que (X1,A;) satisface el axioma de Urysohn, es suficiente demostrar que, para
cada filtro G D J~!(F) existe un filtro H D G tal que H converge a y. El filtro
J(G) converge a x porque J(G) D F, y entonces, por ser X, localmente compacto,
contiene un subconjunto compacto K de Xo. Asi tenemos G = J~1(J(G)) > J }(K)
que es compacto. Y, por tanto, existe un filtro H D G convergente, que converge a
y por ser J continua e inyectiva. 0

Corolario 1.3.10 Sea X un conjunto y As < Ay dos estructuras de convergencia
tales que (X, A2) es localmente compacto, (X, A1) satisface el azioma de Urysohn y
las dos estructuras tienen los mismos compactos, entonces Ao = Aq.

Corolario 1.3.11 Sea X un conjunto y Ao < Ay dos estructuras de convergencia
tales que (X,A2) es de Hausdorff y (X,A1) es compacto y satisface el azioma de
Urysohn, entonces Ay = Aq.

DEMOSTRACION: Podemos aplicar la Proposicién 1.3.9 a la identidad de (X, A1) en
(X,A2) ya que (X,As) es también compacto, I: (X,A;) — (X,A2) es continua y
biyectiva e I~! transforma subconjuntos compactos en compactos porque todo C,
compacto de (X, Ay), por ser (X, Ay) de Hausdorff, es cerrado (Proposicién 1.3.4),
entonces I~1(C) es cerrado en (X, A;) y por tanto es compacto. 0

1.4 Topologia asociada a una estructura de convergen-
cia

Veamos ahora que, en un espacio de convergencia (X,A), con los conjuntos
A-abiertos se puede definir una topologia cuya convergencia coincide con A si ésta
es topoldgica.

Se puede demostrar ficilmente que se cumplen las siguientes propiedades:
a) Para la estructura de convergencia A, definida a partir de los filtros conver-

gentes de una topologia dada 7, se cumple: A es A -abierto si y sélo si A es
T-abierto.

b) El conjunto {A C X : A es A-abierto} satisface los axiomas de una topologia.
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Asi pues, tiene sentido definir 7y := {A C X : A es A-abierto}, como la topologia
asociada a la estructura de convergencia A.

A T, . . . .2 .
Observemos que F = 2z = F & 2. Sin embargo la implicacién contraria no
- < A). Por la definicién
de topologia asociada, A y 7p tienen los mismos cerrados. Sin embargo, para un

es cierta si (X,A) no cumple el axioma L V (ie. A

subconjunto S de (X, A), la A-clausura y la 7p-clausura pueden no coincidir, st C
S™.

Si la topologia asociada a una estructura de convergencia es de Hausdorff, tam-
bién lo es la estructura de convergencia. Se ve facilmente que si un subconjunto de
X es A-compacto, entonces es también TA-compacto.

Proposicién 1.4.1 Sea (X,A) un espacio de convergencia e (Y,T) un espacio
topolégico. Una aplicacion f:(X,A) — (Y,T) es continua si y sélo si la corres-
pondiente aplicacion f: (X,7pn) — (Y,7) es continua.

z = f(2)

DEMOSTRACION: Por ser la identidad de (X, A) en (X, 74) continua, si f es conti-
nua, también lo es f.

Veamos la implicacién contraria. Sea O C Y un 7-abierto, aplicando la Proposi-
cién 1.3.2 a f que es continua, f~1(0) = f~1(O) es A-abierto, entonces, por defini-
cién de la topologia asociada a una estructura de convergencia, es Tp-abierto. Y por
ser f una aplicacion entre espacios topoldgicos es continua. 0

Proposicién 1.4.2 Sea (X, A) un espacio de convergencia, S C X un subconjunto
y ~ una relacion de equivalencia en X . Llamaremos A|g a la estructura de conver-
gencia heredada en S, A/~ a la estructura cociente en X/~ y p: X — X/~ a la
Proyeccion canonica.

Entonces tenemos la siguiente relacion entre las topologias asociadas:

a) TA/~ = Tp/~ (i-e. la topologia cociente de la topologia asociada a una estruc-
tura de convergencia es la topologia asociada a la estructura de convergencia
cociente).

En particular, si X es topoldgico, la topologia cociente es la topologia asociada
a la estructura de convergencia cociente.

b) (TA)|S < (T)A\s
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¢) Ademds, si (X,A) es de Hausdorff y S C X compacto, entonces (Ta)|g =

(T)A\S'

DEMOSTRACION:

a) Ta/~ = TA/~
C) Sea O € Tp/~ y F un filtro en X/~, A/~-convergente a [z] € O. Si L;
son filtros en X tal que £; = z; € p~1([2]) € p~1(0) ¥ (p(Li) C F,
i=1

entonces p~1(0) € L; ya que p~1(O) es Ty-abierto. Y por ser la proyeccién
T

suprayectiva O = p(p~1(0)) € ﬂ p(Li) CF. Asi O € 1y
i=1

D) Sea U € 7p/~ y £ un filtro en X tal que £ Ate p~Y(U). Entonces
p(L) — [t] € U en X/~ y, por ser U 7,/.-abierto, U € p(L). Asi
pfl(U) eL.YUc¢e TA/N.

b) (TA)|S < (T)A\s
Sea C un subconjunto de S (TA)‘S—cerrado y sea F un filtro en S tal que

(T)a
e s. Queremos ver que x € C. El filtro en X generado por F,

Fx, es convergente a x y contiene a C' y a sus superconjuntos. Por ser C
(a) g-cerrado, existe C” Tp-cerrado tal que C'=C"N S, entonces z € C.

c) Nos falta ver (7a);g = (T)a
Sea C' C S un subconjunto (1) Ag-cerrado.  Observemos que los conjuntos
A-compactos son también 7p-compactos. Por ser S compacto y X de Haus-

dorff, C es Tp-cerrado en X y entonces es (TA)‘ g-cerrado en S.
O

Vamos a dar un ejemplo de un espacio de convergencia X con un subespacio
Y C X que no verifica la igualdad (7a);y = (7)ay -

Ejemplo 1.4.3 Sea X el conjunto de los puntos (x,y) del plano R? tales que
0 <y <z <1. Definimos una estructura de convergencia A como sigue:

Una sucesion de puntos {(xn,yn)tnen diremos que converge, (T, Yn) A (z,y),
$i (Tpyyn) — (z,y) en el sentido usual y Ing tal que Yn > ng, x, = 0 Yy, = y.

El conjunto de redes A-convergentes a un punto (x,y), es, también por definicion,

el conjunto formado por las sucesiones (Tn,Yn) A (z,y) y sus subredes.
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Sea Y :={(z,y) e X | O<y<ax<1ldz=y=0}

Entonces {(0,0)} € 7a,, ¥ {(0,0)} & 7a}y-

Proposicién 1.4.4 Si un espacio de convergencia (X,A) satisface el axioma de
Urysohn y (X, 7p) es de Hausdorff, entonces los subconjuntos compactos de (X, A)

son topologicos.

DEMOSTRACION: Sea K un subconjunto A-compacto de X, basta aplicar el Coro-
lario 1.3.11 a (K, A|) y a su espacio topoldgico asociado (K, TA‘K). 0

Sean (X;,A;) espacios de convergencia, denotamos por IIA; la estructura pro-
ducto en 11X, que es la estructura de la convergencia inicial respecto a todas las
proyecciones. Entonces las topologias asociadas verifican: IITa, < 7ypp, (cfr. [38]
pag.289-290).

1.5 k-espacios topoldgicos y de convergencia

Los k-espacios juegan un papel destacado dentro de la Topologia General porque
contienen clases de espacios importantes, como los CW-complejos, y también en
el Anélisis Funcional, por sus buenas propiedades respecto de la completitud. Un
espacio topoldgico (X, 7) se dird que es un k-espacio si tiene la topologia débil
respecto a la familia de los 7-compactos. Es decir, si se verifica la siguiente propiedad:

Un subconjunto H C X es cerrado si y sélo si
H N K es cerrado en K, para todo 7-compacto K de X.

Enumeramos a continuacién las propiedades mas notables, desde nuestro punto
de vista, de los k-espacios (dando la referencia de aquéllos que no figuran en tratados
clésicos):

1. X es k-espacio si y s6lo si para todo espacio topoldgico Y y toda aplicacion
J:X — Y, se verifica la equivalencia: f continua <= f|x es continua
VK C X compacto.

2. Los espacios localmente compactos y los espacios I-numerables son k-espacios.



1.5. K-ESPACIOS TOPOLOGICOS Y DE CONVERGENCIA 27

3. Si X es un espacio de Hausdorff, X es k-espacio si y sélo si X es un cociente
de un localmente compacto de Hausdorff.

4. Todo subespacio cerrado de un k-espacio es k-espacio.
5. El producto de dos k-espacios, no es en general k-espacio.

6. Si X es localmente compacto y de Hausdorff, la aplicacién 1x x g: X x Y —
X x Y’ es una aplicacién cociente, siempre que g:Y — Y’ sea aplicacién
cociente (Teorema de Whitehead).

7. Si X es localmente compacto y de Hausdorff, entonces X x Y es k-espacio,
para todo k-espacio Y de Hausdorff (cfr. [31], [6]).

8. Las propiedades 6 y 7 admiten reciproca en la clase de los espacios de Haus-
dorff, es decir, si X es de Hausdorff y verifica las propiedades enunciadas en 6
6 7 entonces X es localmente compacto (cfr. [64]).

9. Todo espacio Cech completo y T es k-espacio (cfr. [62] Proposicién XIII 2.39).

Los k-espacios se han denominado en la literatura espacios “compactamente
generados” (término que en el contexto de grupos que usamos mdas adelante es
inadecuado) y “compactamente determinados”. También se emplea el término
k-extension de (X, 7), kX, para designar el espacio X dotado de la topologia débil
relativa a los T7-compactos denominada k(7). Obviamente, si (X, 7) es k-espacio, co-
incide con kX. Existe un gran nimero de estudios sobre el functor k. Subrayamos
el hecho de que la topologia k(7) es la més fina de las topologias en X que coinciden
con 7 en los 7-compactos. Si 7 es de Hausdorff, k(7) también se caracteriza por ser
la topologia mas fina con los mismos compactos que 7.

Noble [68] definié los k-grupos. Un grupo topolégico abeliano, (G,7), es un
k-grupo si 7 es la topologia de grupo maés fina entre todas aquéllas que inducen
la misma topologia en los compactos. También puede definirse esta nocién por la
siguiente propiedad: G es k-grupo si y sélo si para cualquier grupo topoldgico G’
y cualquier homomorfismo f:G — G’ tal que Jix es continuo para todo compacto
K C @G, se tiene que f es continuo.

Los k-espacios lineales y k-espacios localmente convexos han sido definidos en
[43] v [72].

Introducimos ahora la nocién aniloga a la de k-espacio para espacios de conver-

gencia.
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Dado un espacio de convergencia (X, A) cada una de las siguientes propiedades,
que no son equivalentes en general, podria ser la definicién de k-espacio.

(Ko) (X,7a) es k-espacio topoldgico,

(K1) un subconjunto C' de X es A-cerrado si y sélo si C N K es A-cerrado en K,
para todo A-compacto K de X,

(K2) una funcién f de X en otro espacio de convergencia es continua si y sélo si
J|k es continua, para todo A-compacto K de X.

Nosotros diremos que X es k-espacio de convergencia si cumple (K7).

Proposicién 1.5.1 Sea (X,A) un espacio de convergencia tal que (X,7p) es de
Hausdorff. Entonces son equivalentes:

a) X es k-espacio de convergencia

b) Si f:(X,A) — (Y,7) es una aplicacion en un espacio topoldgico cualquiera, se
verifica:
[ es continua <= fix es continua para todo K A-compacto.

DEMOSTRACION:

a)=b) <) Sea f:(X,A) — (Y,7) tal que fix es continua para todo K A-compacto.
Sea C C Y cerrado. Para todo A-compacto K, f~1(C) N K es
A-cerrado, pues f~HC)N K = (f|K)_1(C) y fix es continua para to-
do K A-compacto. Por a) obtenemos que f~1(C) es A-cerrado.

=) Es trivial.

b)=a) Sea H := {H C X tal que K N H es A-cerrado para todo K A-compacto}.
Se comprueba inmediatamente que H constituye la familia de cerrados de una
topologia en X, que llamaremos 7. Observemos que 7o < 7. Entonces la
aplicacién identidad de (X, 75) en (X, 7y) tiene inversa continua y en cada K
A-compacto es continua porque en K las topologias 75 y 74 coinciden, por

tanto es también continua y 7o = 7y
g
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Proposicién 1.5.2 Sea (X,A) un k-espacio de convergencia tal que (X,75) es de
Hausdorff, entonces (X,7A) es k-espacio topoldgico.

DEMOSTRACION: Sea C' C X tal que para todo Tp-compacto, K, K N C es 7x-
cerrado, queremos ver que C' es Tp-cerrado. Si tomamos los K, A-compactos (son
TA-compactos), K N C es Tp-cerrado y, por definicién de la topologia asociada a la
estructura de convergencia, es también A-cerrado. Por ser (X, A) k-espacio, C es
A-cerrado, o lo que es lo mismo, 7p-cerrado. O

Corolario 1.5.3 En todo espacio de convergencia tal que su topologia asociada es

de Hausdorff, (K2) = (K1) = (Ko).

Proposicion 1.5.4 Los espacios de convergencia localmente compactos cumplen
(K1) y (K2). Y si la topologia asociada es de Hausdorff, entonces también cumplen

(Kp).

DEMOSTRACION:

(K1) Sea C C X tal que C'N K es cerrado para todo compacto K C X. Sea x € C,
entonces existe un filtro F en C, convergente a x. Por ser X localmente
compacto, existe un compacto K € F. Entonces C N K es cerrado y el filtro
de trazas de F en C'N K es convergente a x, por tanto x € CN K C C.

(K3) Sea f: X — X’ una funcién entre espacios de convergencia tal que |k es conti-
nua, para todo compacto K de X, y sea F un filtro convergente a x € X. Por
ser X localmente compacto, existe un compacto K € F y ¢ € K. Podemos
considerar el filtro trxgF que es un filtro en K convergente a = y entonces
fix(trx F) converge a fx(x). Consideramos el filtro engendrado en X ' que
contiene a f(F) y es convergente, y se obtiene f(F) convergente a f(z).

1.6 Grupos de convergencia

Sea GG un grupo abeliano. Dados dos filtros F y H en G, el filtro F + H es el filtro
engendrado por los conjuntos '+ H, con F € Fy H € H.
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Si 2 es una estructura de convergencia en G, el par (G,Z) se denomina grupo
de convergencia si Z es compatible con la operacién del grupo (i.e. dados dos filtros
convergentes, F — x, H — y, se verifica F — H — = — y).

Proposicién 1.6.1 (/38] § III Satz 5.)
En grupos de convergencia las estructuras principales son topolégicas, Co = C1 C C.

—

DEMOSTRACION: Sea (G,E) un grupo de convergencia tal que Z € C;. Existe
entonces un filtro B con la propiedad FB4 para 0 € G. Los filtros de = convergentes a
un elemento de G, estdn determinados por aquellos convergentes a 0. Sea Z(0) = [B].
Por la definicion de grupo de convergencia, se cumple: B+ B 2 By —B 2 B.
Entonces [z + B =z + [B] = [z + B] = Z(z), Vx € G.

Veamos que se cumple la propiedad FB5 de los axiomas de Fischer. Sea V € B,
existe W € B tal que W+ W C V. y —W = W, entonces Vo € W se cumple
x+ W CV ypor tanto V € B(x). 0

Traducimos ahora a grupos de convergencia algunas propiedades de grupos
topologicos.

Proposicion 1.6.2 Si G es un grupo de convergencia, entonces cada subgrupo
abierto de GG es también cerrado.

DEMOSTRACION: Sea A un subgrupo abierto de . Probaremos quesix ¢ A, x ¢ A.
Tomamos un filtro F convergente a z; entonces F — z converge a 0y A € F — x
porque A es un subgrupo abierto. Asi A+x € Fy (x+ A NA=10 yaque
si la interseccién no fuese vacia, existirfan a,b € A tal que x + a = b y entonces
r=0b—a¢€ A. Por lo tanto F no tiene traza en Ay z ¢ A. 0

Un grupo de convergencia (G, A) es de Hausdorff si y sélo si el conjunto {0} es
cerrado. Si H es un subgrupo cerrado de (G, A), entonces G/H con la estructura
cociente A/H es un grupo de convergencia.

Proposicion 1.6.3 El cociente de un grupo de convergencia por un subgrupo abierto
es discreto.

DEMOSTRACION: Sea A un subgrupo abierto de un grupo de convergencia G y F
un filtro en G/A convergente a [A]. Entonces F contiene algun filtro de la forma

.
ﬂ p(¢;), donde ¢; es un filtro en G, convergente a un a; € A y p es la proyeccion
i=1
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canbnica. Por ser A abierto, A € ¢; para todo i € {1,...,n}. Entonces [A] €

T
ﬂ p(¢i) € F y por lo tanto F es el filtro generado por {[A]}. Observemos que al
i=1
ser G/A discreto, es un grupo topoldgico. 0

Proposicion 1.6.4 Sea A un subgrupo abierto de un grupo de convergencia G.
Todo homomorfismo ¢ de G en un grupo topolégico G' es continuo si y sélo si su
restriccion al subgrupo A, ¢, es continua.

DEMOSTRACION: Supogamos |4 continua, y consideremos un filtro 7 en G con-
vergente a 0. Entonces A € F porque A es un subgrupo abierto, y F tiene traza
traF en A (traF es un filtro en A, convergente a 0). Tenemos ahora o 4(traF)
convergente a 0 en G'. Entonces para cada entorno V de cero en G’, existe F' en F
tal que VO o(FNA). Y, yaque FNAeF, elfiltro o(F) converge a 0. 0

Veremos més adelante (Ejemplo 6.2.4) que la topologia asociada a un grupo de
convergencia puede no ser de grupo.

1.7 Elevacion de redes convergentes definidas en grupos
cociente

Teorema 1.7.1 Sea G un grupo topolégico, M un subgrupo cerrado y p:G — G /M
la proyeccion candénica. Si {p(g;)}icr es una red en G/M, convergente a 0, entonces
para todo z € M, existe {yq}tacp convergente a z en G, tal que {p(yq)}acp es subred

de {p(9i) }ier-
DEMOSTRACION: Sea z € M. Para cada U entorno de 0 en G definimos

Hiy={zxcUlzecp ' (pg:)} =(gi+M)NU y Hy:=|JH
el
Hy # () ya que por ser p abierta, p(U) entorno de 0 en G/M y {p(g;)}ier una red
convergente a 0 en G/M, existe iy € I tal que p(g;) € p(U), Vi > 1.

Definimos
D ={(z;,U) |x; € Hy CU,U € Eg(0)}

con la relacién de direccién

(21,U) < (@, V) & j >0,V C U.
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D es un conjunto dirigido, en efecto, sean (z;,U) € Dy (z;,V) € D. Por la
convergencia de {p(g;) }icr, existe ko € I tal que p(gx) € p(UNV), Vk > ko y si k es
tal que k > i, j, ko, entonces (x5, UNV) > (z;,U) y (z, UNV) > (x5, V).

Ahora definimos la red

Ya = S(z;v) =i +2, paracadad= (v;,U) €D

e {ya}dep converge a z en G.
En efecto, dado z + U un entorno de z, con U € E¢(0), podemos encontrar
ip tal que (z;,,U) € D porque Hy # (. Y para todo (z;,V) > (z4,,U) se
cumple ¢ > ip, x; € V C U y por tanto yg = S, v) = 2+ 2 € 2+ U,
Vd = (.’EZ,V) > (IEZ‘O,U) = do.

* {p(ya)}taep es subred de {p(g;)}ier -
Tenemos que ver que dado j € I, existe dy € D tal que Vd > dy, p(ya) = p(gk)
con k > j. Sea j € I. Elegimos V € Eg(0) arbitrario y h > j tal que
ry, € Hy. Entonces, si d = (v;,U) > (vp,V) = do, ya = S(z,,v) = i + 2 con
zi € p~H(p(g:)) y tomando k =i, k > h > j, U DV y p(ya) = play + 2) =
p(gk)- m

Para sucesiones se puede establecer:

Proposicién 1.7.2 Sea G un grupo topolégico I-numerable y {p(gn)}nen una suce-
sion en G/M, convergente a 0. Entonces para todo z € M, existe una sucesion

{Ym }men convergente a z en G tal que {p(Yym)}men es subsucesion de {p(gn)}nen-

DEMOSTRACION: Sea {U, : n € N} una base numerable decreciente de entornos de
Oen G.

Tomamos primero z = 0 € M y consideramos los conjuntos de la forma H;" :=
U; N p~Y(gn,) # 0. Escogemos un elemento y,, € H]'. Después tomamos ny € N
tal que ny > ny y elegimos yp, € Hy?. Y procedemos asi sucesivamente.

Es inmediato que {yn,} converge a 0 pues cada término estd en U; y {p(yn,)} es
subsucesién de {p(g,)} porque, Vn;, p(yn,) = p(gn,)-

Sea z € M, tomamos la base de entornos de z, {z 4+ U, : n € N} y hacemos lo
mismo. 0

El siguiente resultado para sucesiones en grupos localmente compactos es un
poco mas fuerte que 1.7.2, si bien las hipdtesis son distintas. La demostracion,
constructiva, no es nada facil.
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Teorema 1.7.3 ([84/(1.))
Si G es un grupo localmente compacto, cada sucesion convergente x, — xo en G/M

puede ser “elevada” a una sucesion convergente y, — yo en G, i.e. p(yn,) = T, para
todo n > 0.

En los Teoremas anteriores hay que tener cierto cuidado en la eleccion de los
representantes, como puede deducirse del siguiente resultado.

Lema 1.7.4 ([74] 1)

Eziste un grupo abeliano compacto G, un subgrupo cerrado H de G y una sucesion
(xn) en G tal que v, + H — 0 en G/H, pero no eziste ninguna subsucesion de (x,)
convergente en G.
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Capitulo 2

Espacios de funciones

Nosotros estamos interesados principalmente en el estudio de propiedades de grupos
topoldgicos y de convergencia, particularmente en relaciéon a dualidad. Es natural
por ello ceniirnos a un tipo concreto de aplicaciones, los homomorfismos de grupos y,
concretamente, los caracteres, i.e. homomorfismos de un grupo en el toro unidimen-
sional. En este Capitulo estudiaremos el grupo de caracteres continuos dotado de la
estructura de la convergencia continua y también de la topologia compacto-abierta.

2.1 La estructura de la convergencia continua. Defini-
cién y propiedades

Sean X e Y dos conjuntos, denotaremos por YX al conjunto de todas las funciones de
XenY yporeYX xX —Y alaaplicacién evaluacién definida por e(f,z) = f(x),
fevyXyreX.

Para X e Y espacios de convergencia, o en particular espacios topoldgicos,
C(X,Y) es el subconjunto de YX formado por las funciones continuas. Diremos
que una topologfa en un subconjunto H de YX es admisible si hace continua la
evaluacion. Si la topologia es admisible, necesariamente H C C(X,Y).

Si X e Y son espacios topolégicos, toda topologia admisible es méas fina que
la compacto-abierta ([66] Proposition 25). En general, en C(X,Y) no existe la
topologia menos fina que haga continua la evaluaciéon. Sin embargo, se puede definir
una estructura de convergencia con esta propiedad. La estructura de la convergencia
continua, que denotaremos por A, fue introducida por Hahn en 1920 para sucesiones

35
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de funciones continuas. En 1955 Schaefer generalizé esta nocién a conjuntos de
aplicaciones de un espacio topolégico en un espacio métrico [77].

Mencionamos a continuacién hechos que ponen de manifiesto que la estructura
de la convergencia continua, en general, no deriva de una topologia:

e en espacios completamente regulares X, la existencia de la topologia admisible
menos fina en la clase de funciones reales continuas C'(X), es equivalente a que
X sea localmente compacto [2],

e en espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos F, la estructura de la
convergencia continua en LF (conjunto de las aplicaciones lineales continuas
de E en R) es topoldgica sélo si E es finito dimensional [15],

e en grupos topoldgicos reflexivos G, la topologia compacto-abierta en I'G (con-
junto de los homomorfismos continuos de G en T) hace continua la evaluacién

si y sélo si G es localmente compacto [63].

Sean (X, A) y (Y, A’) dos espacios de convergencia.
Si F es un subconjunto de YX y H C X, e(F x H) :={f(z); f € Fyxz € H}.
Sean F un filtro en YX y H un filtro en X; F x H denota el filtro generado por
los productos F' x H, con F' € F y H € H. Denotaremos por e(F x H) al filtro
generado por {e(F x H),F € F,H € H}.

Si F es un filtro en YX y f € YX, diremos que F converge continuamente a f
(F A f) si para cada x € X y para cada filtro ¢ en X tal que 1 A x, se cumple

e(F x 1) Al f(z)enY.

En C(X,Y), la familia de todos los filtros A.-convergentes define una estructura
de convergencia, que denotaremos por A. y que se denomina estructura de la con-
vergencia continua. Observemos, sin embargo, que en YX, A, no verifica el axioma
FB1. Evidentemente A. hace continua la evaluacién y, ademds, es la estructura de
convergencia menos fina con esta condicién ([34] Theorem 1). Ya que no siempre
existe la topologia admisible menos fina, en general A. no es topoldgica y en ese caso
TA, Do es admisible.

Si Y es de Hausdorff, también lo es (C(X,Y), A.).

Para manejar convergencia de redes hay que definirla a partir de los filtros.
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Sea {fa}tacp unared en YX y f € YX. Diremos que:

{fa}aeD converge continuamente a f - el filtro en Y~ generado por {fu}aen

(fa A f) converge continuamente a f

Veamos a continuacién una definicién equivalente que utilizaremos frecuente-

mente.

Dados D y FE, dos conjuntos dirigidos, en D X E consideraremos la direccién
producto (i.e. (d,e) < (d',e) < d<d ye<¢).

Proposicién 2.1.1 Sean (X,A) e (Y,A1) dos espacios de convergencia, {fa}acD

una red en YX y f € YX, entonces son equivalentes:

a) fou 5t

b) Para cada x € X y para cada red {x3}scp convergente a x en X, la red

{fa(28)}(a,8)cDx B converge a f(z) en'Y .

DEMOSTRACION:

b)=-a)

a)=Db)

Sean {fa}taep unared en YX y f € YX tal que para cada z € X y para cada
red {zg}gecp convergente a x en X, la red {fa(xﬁ)}(aﬁ)erE converge a f(x)
en Y. Si F es el filtro generado por la red {f,}aep, queremos ver F A f.
Tenemos que demostrar que para cada filtro ¢ en X tal que v A x, se cumple
e(F x 1) o f(x)en Y.

Vamos a considerar la red asociada a . Como conjunto dirigido tomamos
E ={(y,G) | y € G € ¢} con larelacion binaria definida por: (y,G) < (y1,G1)
< (G C . Y entonces la red, que llamaremos red asociada al filtro 1, es
Sy = {Sw.q) = Y}we)ecp- Esta red genera el filtro ¢ (ie. Fg, = v) que
converge a x en X y, por tanto, Sy, — .

Por otra parte si F es el filtro generado por la red {fo}acp ¥ 9 estd gene-
rado por {S(,,q)}y,c)eE, entonces e(F x 1) es el filtro generado por la red

{fo(Sw,c)) }a,(y,c))eDx E que converge a f(x) porque estamos suponiendo b).
Asi pues e(F x 1) también converge a f(x).

Se consideran los filtros Fg y Fgr, asociados a las redes S := {fa}aeD ¥

S" := {xg}pep. Entonces {fo(73)}(a,p)epxr €s subred de Sersxr,) que

converge a f(z) en Y. .
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Si X e Y son topoldgicos tenemos otra caracterizacién equivalente ([71] (2.6)).

Proposicién 2.1.2 Sean X e Y espacios topologicos, {fatacp una red en YX y
feYX, entonces son equivalentes:

a) fo 5 f

b) Para cada x € X y para cada entorno V de f(x), 3U entorno de x y Jag € D,
tal que fo(U) CV, Ya > ayp.

DEMOSTRACION: Denotaremos por (X,A) y (Y, A1) a los espacios de convergencia
que se derivan de los espacios topoldgicos (X, 7) y (Y, 71) respectivamente.

Recordemos también que cuando una estructura de convergencia proviene de
una topologia, el filtro de entornos de un punto x del espacio converge a x y esta
contenido en cualquier otro filtro convergente a x.

a)=b) Sea F el filtro generado por la red {fu}acpn, es decir, VF € F,3ag € D tal
que fo, € F,Va > «ag. Estamos suponiendo f, A f, por tanto F A fy
por definicion de la estructura de convergencia continua: para cada x € X y
para cada filtro ¢ en X tal que % A x, se cumple e(F X 1) M f(z) en Y.
Entonces, B(f(z)) C e(F x v) y, en particular, tomando ¢ = B(z), e(F x 1)
estd generado por { U faU) : U € B(x), a9 € D} y de aqui se deduce que

a>ap

para cada x € X y para cada V € B(f(z)), U € B(z) y Jag € D, tal que
fa(U) CV, Va > ay.

b)=a) Sea {3}gcr una red convergente a z € X.

Sea V un entorno de f(x). Por b) existe U entorno de x y ap € D tal que
fa(U) CV,Va > ag. A suvez, para U existe fy € E tal que V3 > fy, x5 € U.

Por tanto Y(a, 5) > (a0, Bo) se tiene que fo(zg) € V. -

Comprobemos que la convergencia continua de redes es “hereditaria”, en el sen-
tido de la siguiente Proposicién (i.e. que se cumple la condicién R3).

Proposicién 2.1.3 Sean (X,A) y (Y,A1) dos espacios de convergencia, {fa}tacD
una red en YX continuamente convergente a f € YX, entonces todas sus subredes
son continuamente convergentes a f.
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DEMOSTRACION: Sea {g,},cr una subred de {fa}aep. Para probar que {g,}.ck
converge a f, por la Proposicién 2.1.1 basta ver que, para toda red {zg}gcr en X,
convergente a r, se cumple que {g,(7)}(u,8)cExF €s convergente a f(z) en Y.

Por ser {fa }aep convergente a f, { fa(2s)}(a,8)eDxF € convergente a f(x). Veamos
que {9, (75) }(u,8)cExr es subred de { fa(73)}(a,8)eDxF> ¥ como en Y todas las sub-
redes de una red convergente son convergentes, quedaria probada la afirmacion.

Por ser {g,}uck subred de {fa}aep, para cada ag € D, existe pg € E que cumple
que Vpu € E con pn > po, existe « € D tal que @« > gy fo = gu- En E X F'y
en D x F tenemos la direccién producto. Para cada (ag,5y) € D x F, tomamos
(1o, B0) € E x F'y se cumple que V(u,3) € E x F con (u,3) > (uo, o), existe
(@,) € D x F tal que (a, 8) > (a0, o) ¥ fal(5) = gu(ts). .

Veamos ahora que A, satisface el axioma de Urysohn si Y lo satisface.

Proposicién 2.1.4 Sean (X,A) y (Y,A1) dos espacios de convergencia. SiY sa-
tisface el axioma de Urysohn, entonces la estructura de la convergencia continua
también lo satisface (i.e. si {fataca €s una red en YX que no es continuamente
convergente a f € YX, entonces existe una subred tal que ninguna de sus subredes
es continuamente convergente a f).

DEMOSTRACION: Si {fa}aca no es continuamente convergente, entonces existe
{z3}sep en X, convergente a x, tal que fo(xg) no converge a f(x) en Y. Tomamos
{Ye}eer una subred de {fa(73)}(q,3) tal que ninguna de sus subredes converge a
f(x), entonces para todo (o, o) existe ey tal que, para todo e > eq, ye = fa(zp)
con (a,f3) > (ap,B0). Sea el subconjunto D = {a € Atalque 3 € Bye €
E con fo(xg) = ye} que es cofinal en A. Entonces, {fq}acp es una subred de
{fa}aca, tal que ninguna de sus subredes converge 0

2.2 Convergencia diagonal

Algunos autores como Dugundji o Kelley definen la estructura de la convergencia
continua de forma distinta, coincidiendo con lo que Wolk en [89] llama convergencia
diagonal.

Sean (X,A) y (Y, A;) espacios de convergencia, {fa}tacp red en YX y f € YX,

{fa}aep converge diagonalmente para toda red {x,}aep convergente a z,
afenzeX (fa Aq ) se cumple que {fo(za)}acp converge a f(x)



40 CAP{TULO 2. ESPACIOS DE FUNCIONES

Observemos que la diferencia se encuentra en que, en la convergencia diagonal, las
redes {fo}aeD ¥ {Za}aep tienen el mismo conjunto de indices.

Vamos a ver con un ejemplo que, en general, la convergencia continua y la
convergencia diagonal no son equivalentes.

Ejemplo 2.2.1 (/89] Ezample 2.3.)
Sean w el primer ordinal infinito, y wy el primer ordinal no numerable,

X ={a|a<w}

Vi={ala<w}x{n|n<w}) U{u}

donde X tiene la topologia usual de los ordinales e Y es la union disjunta de un
punto aislado {u} y del espacio producto correspondiente.
Vamos a definir una sucesion, {fn}ln<w, de funciones de X en Y que converge
diagonalmente pero que mo es continuamente convergente:

fnn X — Y
a — (yn) sia<w
w1 — u

Sea
fi X — Y

a = (w) sia<w

wi = u

Si cogemos {Tp}tn<w una sucesion en X convergente a «, vamos a ver que

{fn(xn) }ncw converge a f(a) en Y:

Sia#wi, fa(zn) = (Tn,n) = (a,w) = f(a);

Si o = wy, Ing tal que x, = wy, Yn > ng, entonces fp(w1) =u — u= f(wy).
Cojamos ahora una red {T,}mer en X convergente a wi y tal que x,, < wy para
todo m, entonces { fr(Tm)}(mmycoxe 7+ f(w1) en'Y porque

fo@m) = (@m,n) = (wi,0) gy flo) =u

Proposicién 2.2.2 Sean X e Y espacios topoldgicos. Si una red {fo}tacp en Y
converge continuamente a f € YX, entonces también converge diagonalmente a f.

DEMOSTRACION: Sea {x4}acp una red convergente a x en X. Por la Proposi-
cién 2.1.1 {fa(75)}(a,8epxp €s convergente a f(z) en Y. Por ser Y espacio
topoldgico, para todo U entorno de f(x), existe (o, Bp) € D x D tal que fo(zg) € U,
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V(a, B) > (w0, Po). Basta tomar dy > ag y do > [y y entonces fy(zq) € U, Vd > dy.
O

Observacion 5 FEsta Proposicion también se cumple si X e Y son espacios de

convergencia porque, de hecho, {fa(za)}aep es subred de {fo(78)}(a,8)eDxD-
Llamaremos filtro elemental al filtro engendrado por una sucesién.

Proposicién 2.2.3 Sean X e Y espacios topoldgicos, {fn}nen una sucesion en Y
y f e YX. 8i X cumple el primer axioma de numerabilidad, entonces son equiva-
lentes:

Ac
a) fn=f
b) Para cada x € X y para cada sucesion {x,}nen convergente a x en X, la

sucesion { fn(zn) }nen converge a f(x) en'Y (i.e. fp Ay f)

DEMOSTRACION:

a)=b) Es evidente a partir de la proposicién anterior.

b)=-a) Supongamos que f, ;\Li f, entonces existe una red {z,}aca C X convergente
ax € X, tal que la red {fn(Za)}(n,a)enxa no converge a f(z). Tomemos
V € B(f(x)) que no contenga eventualmente a la red. Sea {U,, : n € N} una
base de entornos de x tal que Uy 2 Us D ... y sea d; € A tal que para todo
a > d;, v € U;. Ademss {d,, : n € N} se puede coger creciente. Vamos a
construir una sucesién {y, }nen, convergente a x, tal que f,(yn) 4~ f(z), lo
que contradice que f, A f-
Para (1,d;) € N x A existe (m1,a1) > (1,dy) tal que fi, (20,) € V.
Para (m,dy,, ) elegimos un par (mg, o) > (mq,dy,, ) tal que fi,(zq,) € V.
Y procediendo asi sucesivamente:

Lo, € Uy
Loy € Um1 - U2

Loy S Umj71 - Uj
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tenemos una sucesién creciente de ndmeros naturales J = {m; : i € N} y

Yn = To, Sin=m;e€J

construimos la sucesién: , entonces y, —

Yp =T en caso contrario
y estd claro que f,(yn) /4 f(z).

Veamos también la demostracion equivalente con filtros:

Sea Fg el filtro generado por S := {f,}nen, la condicién b) es equivalente a
que para cada z € X y para cada filtro de base numerable ¢ en X tal que
10} A x, se tiene que e(Fg X @) A f(z) en Y. Queremos ver que esto se cumple
para todo filtro 1) en X convergente a x.

Por ser ¢ convergente a x, B(z) C v, pero, por cumplir X el primer axioma
de numerabilidad, B(z) es un filtro de base numerable y entonces, teniendo

en cuenta que se cumple b), e(Fg x B(x)) A f(z). Y con esto tenemos

B(f(z)) € e(Fs x B(x)) C e(Fs x 1) .

Observacién 6 En la Proposicion 2.2.8 se dice que si X cumple el primer axioma
de numerabilidad, una sucesion { fn}nen en YX converge continuamente si y sélo si
converge diagonalmente. Mds adelante veremos que, en dicho caso, la convergencia
diagonal de sucesiones equivale a la convergencia en la topologia compacto-abierta.

A partir del ejemplo 2.2.1 podemos comprobar que la convergencia diagonal no
verifica la condicién R3).

Ejemplo 2.2.4 Dada la sucesion {fy, }n<w del ejemplo anterior, convergente diago-
nalmente a f, vamos a dar una subred que no es diagonalmente convergente a f.
Sea E el conjunto dirigtdo w X wy.  Definimos T,y = [fn, veamos que
{T,m) Y (nym)eE €8 una subred de { fn}n<w. Para todo ng € w existe (no, mo) € wxwi
tal que, para cada (n,m) > (ng,mg), tenemos n € w que cumple n > ny y
Tinm) = fn. Sin embargo esta subred no converge diagonalmente a f porque si
tomamos en X la red {x(mm) = m}(n,m)eE claramente converge a w1, entonces

T(n,m) (x(n,m)) = fa(m) = (m,n) — (w1,w) ) flwr) =wu

Si para algin par de espacios X e Y, la convergencia diagonal en Y verifica
R3), entonces la convergencia continua y la convergencia diagonal son equivalentes:

Proposicién 2.2.5 Sean X eY espacios de convergencia, {fatacp una red en YX
yfe YX, entonces son equivalentes:
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a) folsf

b) fa Ay f y todas las subredes de {fo}acp son también diagonalmente conver-
gentes a f.

DEMOSTRACION:

a)=b) Son las Proposiciones 2.2.2 (vélida para espacios de convergencia por la Ob-
servacion que le sigue) y 2.1.3.

b)=-a) Sea {fa}acp que cumple b) y supongamos que no converge continuamente
a f. Entonces existe una red {zj}ney en X convergente a = y tal que
{fa(xh)}(a,h)erH 7 f(z) en Y. Las subredes {g(a,h) = fa}(a,h)erH
Y {Y@,h) = Thlanepxn de {fataeD ¥ {Th}lnen respectivamente verifican
{9(an) Y(an)) Hamepxa 7> f(x) en Y, junto con {y,n) t(a,nepxa — , lo

que contradice la hipotesis.
O

2.3 Relacién de la convergencia continua y la conver-
gencia diagonal con la topologia compacto-abierta

Sean X e Y espacios topoldgicos y sea T, la topologia compacto-abierta en el conjunto
de funciones de X en Y (por definicién 7., es la topologia cuya subbase es la familia
(K,V):={f e YX| f(K)CV}, donde K C X es un compactoy V C Y es un
abierto).

Sea {fa}taca unared en YX,
fo 8 f & Y(K,V) con f e (K,V),3ap tal que Va > ag, fo € (K,V)
De forma andloga, si X es un espacio de convergencia, se puede definir la

topologia compacto-abierta con los compactos de convergencia de X, la designare-
mos como Tko.

Proposicién 2.3.1 Sean X e Y espacios topoldgicos, {fataca una red en YX y
f e YX. Entonces, fu A f=fa
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Tco
DEMOSTRACION: Supongamos que fo 7 f. Sea (K,U) un entorno de f que no
contiene eventualmente a la red {f,}aca, es decir, para todo «, existe @/ > a'y
o € K tal que fy (o) € U.

Asi {zy }oep € K es una red en un compacto. Existe una subred {yg} conver-
gente a un cierto y € K. Paralelamente se puede definir una subred de {fo }oecn
mediante gg = f, siempre que yg = z,. Ahora gz(yg) € U € By(f(y)). Luego

A Ac
gs 7~ f y siendo subred de {f,}, en particular f, /4 f. 0

Sea C.(X) el conjunto de las funciones continuas de un espacio de convergencia
(o topoldgico) X en R, dotado con la estructura de la convergencia continua. Para
un espacio topolégico X localmente compacto, la topologia compacto-abierta en
C(X) es admisible ([2]), de lo que se deduce:

Corolario 2.3.2 Sea X wun espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff,
entonces C.(X) es topoldgico y su topologia es la compacto-abierta.

Corolario 2.3.3 Sea X un espacio topologico localmente compacto de Hausdorff e
Y un espacio métrico, entonces Co.(X,Y') es topoldgico y su topologia es la compacto-

abierta.

DEMOSTRACION: Sea {fq}aca una red en C(X,Y) y f € C(X,Y). Tenemos que
ver que fo 8 f = fq Ag f. Sea {x3}secp una red en X convergente a z y sea
y € Y fijo, consideremos para todo z € X, go(x) = d(fo(x),y), g(x) = d(f(x),y),
funciones de X en R que verifican g, ~% ¢g. Entonces, por el Corolario anterior,
Ja A g, luego d(fa(zp),y) = ga(zg)—9g(x) = d(f(x),y), Yy € Y y de aqui se deduce
fa(zg)—f(2). O

En [55] se estudia C.(X) para espacios de convergencia X. Entre otras cues-
tiones, se analiza la relacién con la topologia compacto-abierta. De [55] Teorema 3.9
y [2] podemos deducir lo siguiente:

Proposicion 2.3.4 Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff completamente requ-
lar. Si C.(X) es topoldgico, su topologia es la compacto-abierta respecto a X y X
es localmente compacto.

La hipétesis de regularidad es esencial en este resultado, como demuestra el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.3.5 Sea Xo =Y =[0,1] C R con la topologia usual y X = [0,1] con la
topologia generada tomando como subbase los abiertos de la topologia usual en [0, 1],
gunto con el conjunto D :=1[0,1]\ {1/n:n=1,2,...}.

Observemos que X no es regular.

C.(X,Y) es topoldgico pero su topologia es la compacto-abierta respecto al espacio

Xo (/3] Theorem 6.21).

Teniendo en cuenta que todo grupo topoldgico de Hausdorff es completamente
regular, obtenemos:

Proposicién 2.3.6 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff y C.(G) es topoldgico,
entonces su topologia es la compacto-abierta y G es localmente compacto.

Vamos a estudiar ahora la convergencia diagonal de sucesiones.

Proposicién 2.3.7 Sean X e Y espacios topoldgicos, { fn nen una sucesion en Y X
y f € YX secuencialmente continua. Entonces, fn =3 f = fn Ay f-
Ag

DEMOSTRACION: Supongamos que f, # f, entonces, existe z € X y existe una
sucesion {zy, fnen convergente a x en X, tal que la sucesion { f,,(xy,) }nen no converge
a f(x) en Y. Sea V' C Y un entorno abierto de f(x), tal que Vn, Im,, > n tal que
fm, (Tm,) € V. Ahora consideramos el compacto K := {z,,, : n € N} U {z}.
Podemos suponer f € (K,V') porque, por ser f secuencialmente continua, f(x,,,)
converge a f(z) en Y, entonces 3ng tal que f(xm,) € V, ¥n > ng. Pero f, ™%

y f € (K,V) = 3ng tal que Vn > ng, fn € (K,V), es decir f,(K) C V y esto
contradice la definicién de K. 0

Corolario 2.3.8 Sean X eY espacios topoldgicos, {fn}nen una sucesion en YX y

f € YX secuencialmente continua. Si X cumple el primer azioma de numerabilidad,
co AC

entonces, fn <3 f < fn =5

Tco

, . Ac .
DEMOSTRACION: Sabemos que siempre se cumple f,, = f = f, = f (Proposi-

cién 2.3.1). Por la Proposicién 2.3.7 tenemos también f, =3 f = f, Ay fo Y si
ademds X cumple el primer axioma de numerabilidad, por la Proposicién 2.2.3,

A Ac
fn_d)f:>fn_> . O
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El siguiente ejemplo nos sirve para ver que en el Corolario 2.3.8 es necesaria la
hipétesis de que X cumpla el primer axioma de numerabilidad y que la Proposi-
cién 2.3.7 no se puede generalizar a redes.

Ejemplo 2.3.9 En el ejemplo 2.2.1 hemos dado una sucesion { fp}n<w convergente
puntualmente a una funcion f, hemos visto que converge diagonalmente a f pero
que no converge continuamente y ademds (ejemplo 2.2.4), que tiene una subred
{T(md)}(n,d)eE, que no es diagonalmente convergente a f.

Observemos también que [ es secuencialmente continua pero no es continua y X no
cumple el primer azioma de numerabilidad.

Vamos a demostrar ahora que f, =3

Sean K C X un compacto y V C Y un abierto tal que f(K) C V. Queremos ver

que existe ng tal que ¥Yn > ng, fr,(K) C V. Para ello consideramos dos casos:

a) Siwy € K, entonces f(K) = K x {w} es compacto.

i -

Para cada o € K tomamos un abierto bdsico de a := f(a) = (a,w) € f(K)
contenido en V, Vg = (¢/,a") x (ng,w] con o/ < a < o". Tenemos ahora

f(K) C U Va CV y para cada o € X se cumple que existe ng tal que
acK
para todo n > ng, fn(a) € V. Por ser f(K) compacto podemos extraer

un subrecubrimiento finito {Vys, : a; € f(K)} que nos permite tomar ny =
max{ng, : @; € f(K)}, que es el que buscdbamos.

b) St wy € K, dado V' abierto tal que f(K) C V, como f(wi) = u, claramente
ueV.
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cu€e f(K)CcV

Consideramos K \ w1, cerrado de [0,w1) que es numerablemente compacto y

secuencialmente compacto.
Tco

Supongamos que fn, / f, es decir, Vn, Im' > n con fr(K) ¢V, sea q,y €
K tal que fpy (o) & V. Obviamente oy € K \ w1 y entonces existe una
subsucesion oy , — o € K\ wi. Formamos la sucesion (3,) con B, = oy,
S M = Py para algin ppy y Bn = a sin & {pyy}. Y ahora tenemos B, — «
y fla) € f(K) CV, pero ¥n, In’ = pp > n tal que [ (Bn) € V, lo que

. A
contradice que f, =5 f.

Ac
En resumen, tenemos una sucesion tal que fn 3 f y fn /4 f y una red Tin,a) e f

Aqg
con Tinay 7 f-

2.4 Dual de convergencia

Sea G un grupo de convergencia (o en particular un grupo topolégico). Se llaman
caracteres a los homomorfismos del grupo en el toro unidimensional T y dual de G al
conjunto de caracteres continuos, que denotaremos por I'G. Dicho conjunto, dotado
con la suma de caracteres definida puntualmente, es un grupo.

Denotaremos por I'.G al conjunto I'G con la estructura de la convergencia con-
tinua, A.. I':G es un grupo de convergencia que llamaremos dual de convergencia
de G. Asi, también, el bidual de convergencia es I'.I'.G :=T'.(T'.G).

Concretaremos las ideas vistas ahora para el caso en que X es un grupo de
convergencia (o topolégico), Y el toro unidimensional y el subconjunto de C'(X,Y")
considerado es precisamente la familia de homomorfismos continuos, I'G.
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Grupos topolégicos metrizables

Un grupo topoldgico G es metrizable si y s6lo si cumple el primer axioma de nume-
rabilidad. Si G es un grupo metrizable, en el conjunto I'G C C(G,T), se tiene:

1. A.y 7¢ tienen las mismas sucesiones convergentes (Corolario 2.3.8).
2. T.o = TA, ([28]).

3. Por 1. y 2., A, y 7a, tienen las mismas sucesiones convergentes. Sin embargo
no tienen las mismas redes convergentes, como demuestra el ejemplo de un
grupo G que, ademds de metrizable, sea reflexivo y no localmente compacto.
Para dicho G, la evaluacién e: (I'G, 7,) X G — T no es continua (cfr. [63]).



Capitulo 3

Introduccion a la dualidad en grupos
topoldgicos y de convergencia

En el estudio de dualidad en grupos topolégicos destacan los siguientes resultados
(cfr. por ejemplo [66]):

e Con la topologia compacto-abierta, el dual de un grupo localmente compacto
es localmente compacto.

e El Teorema de dualidad de Pontryagin establece que la aplicaciéon candnica
de un grupo topoldgico abeliano localmente compacto en su bidual, es un
isomorfismo topoldgico.

Desde la perspectiva de estos hechos, la topologia estdndar del dual de un grupo
topolégico G es la compacto-abierta. Denotaremos por G a I'G con la topologia
compacto-abierta y lo denominaremos dual topologico de G. El bidual topologico es
G = (GM)". Por analogia con el Teorema de dualidad de Pontryagin, se llama
reflexivo (en sentido Pontryagin) a todo grupo canénicamente isomorfo a su bidual,
es decir, cuando la aplicacién ag:G — G definida por (ag(9))(x) = x(g) es
isomorfismo topolégico.

También se puede considerar, en el dual de un grupo topoldgico, la estructura
de la convergencia continua. No es en general topoldgica, pero si lo es en los grupos
localmente compactos, coincidiendo, en este caso, con la topologia compacto-abierta.
Dicha estructura es bastante natural ya que es la menos fina que hace continua la
evaluacién e:I'G x G — T, y da lugar al grupo de convergencia I'.G.

49
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Si G es grupo topoldgico se verifica T'(G") C T'(T'.G). En efecto, sea p € T'(G"),
un cardcter 7.,-continuo, y (£,) C I'.G una red tal que &, A €, entonces &, B €y
©(8a) = @(£), luego ¢ € I(LG).

Definimos el polar de un subconjunto S de un grupo de convergencia G, como:
S?:={x €T'G: Re(x(x)) >0, Vz € S}
y el anulador de S como:
St .={xerlaG:x(S)={1}}
Claramente, si S es un subgrupo de G, entonces S° = S+ es un subgrupo de I'G.
Para subconjuntos X de I'G tenemos:
°X :={g € G: Re(x(g9)) 2 0,Vx € X}
X?:={p el (I':G): Re(p(x)) >0,Vx € X}
Si G es un grupo topoldgico, tiene sentido considerar también:
X :={peT(G"): Re(p(x)) >0,Vx € X}
En general, se verifica X° C X°.
Llamaremos bipolar de S C G al subconjunto de I'(T'.G), S := (5°)°.

En 3.0.4 demostraremos que S° y X° son cerrados en la topologia compacto-
abierta.

Si K es un subgrupo compacto de G, se da la igualdad K°° = K°°. En efecto,
¢ € K% es un caréacter continuo de I':G tal que ¢ o = 1. Asf pues, ¢ restringido
a K°, que es un subgrupo abierto de G, es continuo y por tanto ¢:G" — T es
también continuo.

Designaremos por kg a la inclusiéon candnica de un grupo G en su bidual de
convergencia I'.I'.G. Precisamente, una de las ventajas de usar la estructura de la
convergencia continua en lugar de la topologia compacto-abierta es que kg siempre
es continua.

Lema 3.0.1 Sea G un grupo de convergencia y X C I'G un subconjunto, entonces
Iig(OX) =X°N I-Qg(G).
Si ademds G es topoldgico, también ag(°X) = X°Nag(G).
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DEMOSTRACION: Sea £ = kg(g), entonces g € °X <= Re(x(g9)) > 0,Vx € X
< Re(ka(9)(x)) > 0,Vx € X <= £ € X°Nke(G). 0

Diremos que G tiene suficientes caracteres continuos o que I'G separa puntos si
para todo g € G con g # 0, existe p € I'G tal que ¢(g) # 1.

e Las aplicaciones ag y k¢ son inyectivas si y s6lo si G tiene suficientes caracteres
continuos.

e Se da la igualdad de conjuntos ag(G) = kg(G) y, por tanto, si kg es sobre,
o también lo es.

Diremos que un subgrupo H de un grupo de convergencia (G, A) es dualmente
cerrado si, para todo elemento = de G\ H, existe un cardcter continuo ¢ € I'G tal
que p(H) =1y p(z) # 1. Y diremos que H es dualmente sumergido si todo cardcter
continuo definido en H se puede extender a un caracter continuo de G. Observemos
que estas nociones no dependen de la estructura que consideremos en I'G. Es fécil
probar que un subgrupo cerrado H de un grupo de convergencia GG es dualmente
cerrado si y sélo si el grupo cociente G/H tiene suficientes caracteres continuos.

Lema 3.0.2 Sea G un grupo de convergencia y H un subgrupo de G. Si H es
dualmente cerrado, entonces kg(H) = H° Nkg(G). Ademds, si G tiene suficientes
caracteres continuos, se verifica el reciproco.

DEMOSTRACION: El contenido kg (H) C H N ka(G) se demuestra directamente.
Supongamos que H es dualmente cerrado y sea £ € H N kg(G). Entonces existe
z € G tal que £ = kg(z) y se cumple que z € H ya que, de lo contrario existiria
¢ € I'G tal que p(H) = {1} y ¢(2) # {1}, luego § = ra(z) & H*.

Reciprocamente, si G tiene suficientes caracteres continuos, kg es inyectiva, y en-
tonces, si z € H, kg(2) € ka(G) \ kg(H). Por tanto, kg(z) ¢ H y existe ¢ € H
tal que ¢(z) = kg (2)(p) # 1. m

Sea f:G — G’ un homomorfismo continuo de grupos de convergencia. Igual
que para grupos topolégicos se tiene la aplicacién f*: G’ — G, tenemos aqui la
aplicacion dual Tf:T.G" — T'.G definida por (I'f(x))(g) := (x o f)(g9), que es un
homomorfismo continuo ([26]). Si f es sobre, I'f es inyectiva y si f es isomorfismo
bicontinuo, I' f también lo es.
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Si H es un subgrupo de un grupo de convergencia G, sea i: H — G la inclusion y si
H es cerrado, designamos como p: G — G/H ala proyeccién candnica. De sus aplica-
ciones duales, I'i y I'p, obtenemos los homomorfismos naturales ¥: I'.G/H® — T'.H
y ®2:T.(G/H) — H°. Observemos que ® es un isomorfismo continuo y, si H es
dualmente sumergido, ¥ es también isomorfismo continuo. Vamos a demostrar
ahora que ®¥ tiene inversa continua y més adelante veremos que, si H es abierto,
U también tiene inversa continua (Corolario 3.3.10).

Proposicion 3.0.3 Si G es un grupo de convergencia, el homomorfismo
®H:T.(G/H) — H° es un isomorfismo bicontinuo.

DEMOSTRACION: Sea F — 0 en H°. El filtro (®7)~1(F) es convergente a 0, en
L(G/H), siy solo si eq g ((@7)"1(F) x H) — 1 en T, para todo filtro H — [z] en

G/H. Y esto se verifica porque, por definicién de estructura cociente, H D ﬂ p(L)
i=1
para algunos filtros £; — 2; con z; € p~1([z]), entonces e(;/H((CDH)_l(}") xH) D
eq (@) "HF) x (\p(Li) = ea(F x () Li) — Len T. 0
i=1

i=1

Observemos que el isomorfismo bicontinuo ® se obtiene para todo grupo de
convergencia, sin embargo eso no es asi, en general, en el caso de grupos topolégicos,
para el isomorfismo andlogo ¢: (G/H)" — H®, que no es siempre abierto.

Un grupo de convergencia diremos que es reflexivo en sentido Binz Butzmann
(BB-reflexivo) si kg: G — T'.I'.G es un isomorfismo de grupos de convergencia. En
particular, para grupos topolégicos, la nocién de BB-reflexividad, también tiene
sentido y es independiente de la nocién de reflexividad en el sentido ordinario de
Pontryagin (cfr. [29]). No obstante coinciden para la clase de los grupos topoldgicos
localmente compactos. En efecto, al coincidir la convergencia continua con la conver-
gencia de la topologia compacto-abierta, el dual topolégico y el dual de convergencia
son el mismo. Para un grupo metrizable G' se demuestra en [28] que G es reflexivo
en sentido Pontryagin si y sélo si es BB-reflexivo. Obsérvese que en este caso, si
G no es localmente compacto, ya no se puede afirmar que I'.G' y G sean iguales.
No obstante se puede afirmar que la BB-reflexividad y la reflexividad en sentido
Pontryagin coinciden en la clase de los grupos localmente compactos y en la de los
metrizables.

A fin de disponer de més ejemplos de grupos topolégicos mencionamos ahora la
topologia de Bohr de un grupo topolégico G. Es la topologia menos fina de todas
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aquéllas que hacen continuos los caracteres de G. Suele designarse por w(G,I'G) o
por 71 y es una topologfa de grupo. Por G entenderemos (G, 7). La topologia de
Bohr en el grupo aditivo de los reales, R, es distinta de la usual; esto se deduce in-
mediatamente del hecho de que G es precompacto para cualquier grupo topoldgico

G.

En I'G también se consideran las topologias débiles, w(I'G,G) C w(I'G,T'G") C
w(I'G,I'T.G). Denotaremos por I',G a (I'G,w(I'G, G)).

Lema 3.0.4 Sea G un grupo topoldgico y sean H C G y L C I'G dos subconjuntos,
entonces

a) H° es w(I'G, G)-cerrado

b) °L es w(G,I'G)-cerrado

DEMOSTRACION:

a) Sea (Ya)o una red en H® w(I'G,G)-convergente a x, y sea x € H. Entonces
Xao(z) — x(x) y, para todo «a, Re(xa(x)) > 0, lo que implica Re(x(z)) > 0,
luego x € H°.

b) Sea (z4)q una red en °L, w(G,I'G)-convergente a x, y sea ¢ € L. Entonces,
o(xo) — p(z) y Re(p(xy)) > 0, para todo «, implica que Re(p(z)) > 0, luego

€ °L.
v (|

Lema 3.0.5 Sea H un subgrupo de un grupo topoldgico G, entonces la w(G,T'G)-
clausura de H es H' = ﬂ x ).
xeH®

DEMOSTRACION:

C) Sea x € H", entonces existe una red (v5) C H que es w(G, 'G)-convergente a

x. Six € H? x(zg) =1, VY3, luego x(z) =1y x € ﬂ x (D).
xeH®

D) Sixz ¢ H”, existe un w(G,I'G)-entorno de z, V, tal que VN H = ). Sea
Vivimie} = 12 € Gt xi(z — x)| < ¢,Vi =1,...,n}. Definimos F:G — T"
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como F(g) = (x1(9),---,xn(g9)). Entonces F(H) es subgrupo de T" y si
tomamos g € G que verifique |x;(g — x)| < &, g ¢ H. Por tanto, tenemos un
entorno {(¢;) € T" : |t; — xi(z)| < &,Vi=1,...,n} € B (F(z)) disjunto con
F(H), asi F(z) ¢ F(H). Como en T" todo subgrupo cerrado es dualmente
cerrado, existe un cardcter n de T" tal que n(F(H)) = {1} y Re(n(F(z))) < 0.
Esto nos da un caricter nF' de G tal que nF' € H° y nF(x) # 1. Luego
v () x (1)

xeHe® O

Corolario 3.0.6 Un subgrupo cerrado de un grupo topoldgico, G, es dualmente ce-
rrado si y sdlo si es w(G,T'G)-cerrado.

Corolario 3.0.7 Si L es un subconjunto de I'G, entonces:
°(L°) es w(I'G,ITT.G)-cerrado,

°(L°) es w(I'G,T'G")-cerrado,

(°L)° y (°L)° son w(I'G, G)-cerrados.

Y se wverifica la relacion °(L°) C °(L°) C (°L)® C (°L)°.

3.1 Equicontinuidad y compacidad en el dual de un
grupo topolégico

Sea G un grupo topolégico y H C I'G un subconjunto. Recordemos la definicién de
equicontinuidad en el grupo de los caracteres continuos de G en T:

H es equicontinuo en x < YV € Br(1),3U € Bg(z) tal que f(U) C f(x)-V, Vf e H

H es equicontinuo si es equicontinuo en x, para todo x € G.
Por tratarse de morfismos entre grupos topoldgicos podemos decir que H es equicon-

tinuo si es equicontinuo en 0:
H es equicontinuo (en 0) <= VYV € By(1),3U € Bg(0) tal que f(U) CV, Vfe H

Observemos que esta definicién sélo depende de la estructura topolégica de GG. No
depende de la estructura que consideremos en I'G.

Se comprueba facilmente que la equivalencia entre equicontinuos y relativamente
Teo-compactos en el dual de un grupo topolégico G” equivale a que el encaje canénico
ag de G en el bidual G™ sea una aplicacién continua (Teorema 3.1.9). Como el
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encaje kg:G — I'.I'.G siempre es continuo, cabe esperar que haya equivalencia
entre equicontinuos y relativamente compactos en I'.:GG. Probamos a continuacion
este hecho, y obtenemos asimismo que la continuidad de ag equivale a la igualdad
de las familias de 7.,-compactos y A.-compactos.

El Teorema de Ascoli aplicado a I'G nos da la siguiente propiedad de los equicon-
tinuos del dual topolégico de un grupo.

Proposicion 3.1.1 Sea K CI'G un subconjunto T.,-cerrado.
Si K es equicontinuo, entonces K es Teo-compacto.

Lema 3.1.2 Sea H C I'G un subconjunto equicontinuo y sea F un filtro que con-
verge puntualmente a f en I'G tal que H € F. Entonces F es A.-convergente a f.
En particular, si F es Tqo-convergente a f también se verifica la tesis.

DEMOSTRACION: Queremos ver Br(f(x)) C e(F x Bg(x)) para todo z € G.

Sea V € Br(f(z)) abierto tal que (f(z))~!-V =W € Br(1) y verifica WW C W
y W=l = W. Por ser F puntualmente convergente a f, existe ' € F tal que
F c ({z},V) (ie. x(z) € V,Vx € F). Como H € F es equicontinuo, el conjunto
F N H es equicontinuo y cumple que Vx € F N H, x(z) € V. Por tanto existe
Ue€Bg(x)talqueVx € FNH, x(U) C x(x) - W (ie. e((FNH)xU)CV). n

Proposicion 3.1.3 Sea K CT'G un subconjunto T.,-cerrado.
Si K es equicontinuo, entonces K es A.-compacto.

DEMOSTRACION: Sea F un filtro en K. Por la Proposicién 3.1.1, existe G D F

Teo-convergente a f en K y aplicando el lema anterior, G es también A.-convergente
a fen K. 0

Proposicién 3.1.4 Sea U € B;(0), entonces U° es equicontinuo.

DEMOSTRACION: Si By := {z € T : Re(z) > 0} € Br(1), ¢(U) C B; para todo
p € U° Sea V € Br(l) entorno basico, simétrico y conexo. Si V' D Bj, basta
tomar el mismo U. Y si V C Bj, existe n tal que V" D By. Tomamos entonces

1
L = —U, es decir un entorno de cero en G tal que L+ . +L C U y se tiene
n

@(L) C By, (L + L) C By,...,(p(L))" = o(L+ ™. +L) € By C V", para todo
p € U°. Luego ¢(L) C V. O
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Es conocido también que U? es 7.,-compacto ([68] Lemma 2.2), entonces de las
Proposiciones 3.1.3 y 3.1.4 se deduce que U° es A.-compacto.

Lema 3.1.5 (/30] Corollary 1.3)
Sea B C I'G un subconjunto de un grupo topoldgico, son equivalentes:

a) B es equicontinuo,
b) existe U € Bg(0) tal que B CU°,

¢) °B es entorno de 0 en G.

Proposicion 3.1.6 Sea K CT'.G. Si K es A.-compacto, entonces es equicontinuo.

DEMOSTRACION: Supongamos que K no es equicontinuo, y sea W € Br(1) tal que,

para cada U € B (0), existen fyy € Ky zy € U con fy(zy) € W.

Tomando D := Bg(0) como conjunto dirigido respecto a la relacién O, podemos

considerar que {zy}yep es una red en G, convergente a 0 y que {fy}yep es una

red en K. Probaremos que esta tultima no tiene subredes A.-convergentes, lo que

contradice que K sea A.-compacto.

Sea {gc}ecr una subred de {fu}vep, es decir, para todo U € D, existe ¢y € E tal

que, para todo e; > e, existe Uy € D con U; C U tal que g., = fu,.

Para cada (e,U) € E x D tomamos e; > eg,e y U tal que (e;,U1) > (e,U) y

entonces existe zy, € U; tal que g, (xy,) = fu,(xy,) € W. Por tanto g.(zy) # 0.
([l

De la Proposicién 3.1.6 y del Lema 3.1.2 se deduce:

Corolario 3.1.7 En los equicontinuos y, en particular, en los A.-compactos de I'G
la estructura de la convergencia continua es topoldgica y coincide con la topologia
compacto-abierta y con la de la convergencia puntual.

Como consecuencia de las Proposiciones 3.1.6 y 3.1.1 podemos formular el si-
guiente teorema.

Teorema 3.1.8 Sea K C I'G un subconjunto 7.,-cerrado.
Entonces, K es A.-compacto si y sélo si K es equicontinuo.
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Vemos a continuacién que siempre que hay coincidencia de las familias de A.-
compactos y Te-compactos en I'G, también hay coincidencia de las correspondientes

estructuras inducidas en ellos.

Teorema 3.1.9 Sea G un grupo topoldgico. Son equivalentes:

1. ag:G — G™, es continua,

2. los Teo-compactos de I'G coinciden con los equicontinuos Teo-cerrados y con los
A.-compactos,

3. VK C T'G 7eo-compacto y toda red (§,) C K, se verifica: &, A & siy solo si
fa B E.

DEMOSTRACION: Observemos que si S C G”, entonces, para todo V € Br(1),
(8.V) € GMy agh((8,V)) = () 77 H(V).
TES

1. = 2. Si ag es continua y S es 7.,-compacto, entonces ag'((S,V)) es un entorno de
0 en G. Asi, por la observacién anterior, se cumple que para todo V' € Br(1),
existe U := ag'((S,V)) tal que 7(U) C V, ¥r € S. Luego S es equicontinuo.
Ademds, si los 7,-compactos de I'G son equicontinuos, por ser T..-cerrados,
son también A.-compactos (Proposicién 3.1.3).

2. = 1. Sea S C T'G 7e-compacto y sea V € Br(l). Por 2. S es equicontinuo,
luego existe U € Bg(0) tal que 7(U) C V, ¥r € S. Esto significa que
U C ﬂ V) = ag'((S,V)), con lo cual ag'((S,V)) € Ba(0) y ag es

TES
continua.

2. = 3. Una red A.-convergente es siempre 7.,-convergente.
Reciprocamente, sea (£,) C K tal que & 2 ¢ Por 2. K es también A.-
compacto, ({,) posee una subred, ({g), A.-convergente. Entonces {3 Ag n
implica {3 ¢ n. Pero G es de Hausdorff, luego n = &. Aplicando el mismo
razonamiento a cada subred de (£,), obtenemos que toda subred posee a su

vez una subred A.-convergente a & y por tanto &, A ¢, ya que I'.G satisface
el axioma de Urysohn.

3. = 2. Por la caracterizacién de los compactos a través de la convergencia de redes,
si en un 7.,-compacto K las redes 7.,-convergentes y las A.-convergentes coin-

ciden, K es también A.-compacto. 0
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En el siguiente resultado de Noble se da una condicién suficiente para la con-
tinuidad de ag.

Teorema 3.1.10 ([68] 2.3)

Si G es k-grupo, entonces ag es continua.

La proposicién reciproca no es cierta. En [68] también se comenta el ejemplo de

un grupo reflexivo que no es k-grupo.

Para grupos metrizables la familia de los 7.,-compactos del dual coincide con la
de los 7p.-compactos, siendo 7, la topologia de la convergencia uniforme en los pre-
compactos. Ademas, eso lleva consigo que coinciden los respectivos duales algebraica
y topoldgicamente.

Proposicién 3.1.11 Sea G un grupo metrizable y sean 7., y Tpe las topologias en
I'G de la convergencia uniforme en los compactos y en los precompactos de G, re-
spectivamente. Entonces:

a) Los compactos de (I'G, 1) y de (I'G, Tpe) coinciden.
b) (TG, 7o) = (LG, 7pe)".

DEMOSTRACION: Por ser 7, < Tpe, todo Tp.-compacto es 7.,-compacto. Sea K C I'G
Teo-compacto. Como G es metrizable, ag es continua y K es equicontinuo. Luego
existe V' € Bg(0) tal que K C V°. Pero V° es 7,.-compacto ([8] 1.5) y K es Tpe-
cerrado, por tanto K es 7j.-compacto. Obsérvese ademds que 7., y Tpe inducen la
misma topologia en los compactos.

Sea ahora f: (I'G, 7)) — T un cardcter continuo, en particular fjx es 7p.-continuo, y
en consecuencia 7.,-continuo, para todo K compacto en (I'G, 7.,). Siendo (I'G, 7¢,)
k-espacio, obtenemos que f es T.-continuo. Luego I'(I'G,7,.) C I'T'G, 7). El
contenido contrario es inmediato y obtenemos que (I'G, 7.,)" = (I'G, 7c)" algebraica
y topolégicamente, ya que los compactos de (I'G, 7c) y (I'G, Tpe) son los mismos.

Las nociones de espacio casi metrizable y de espacio Cech completo admiten
expresiones muy convenientes cuando el conjunto soporte es un grupo topoldgico
([75]). Un grupo topolégico de Hausdorff G es casi metrizable si y sélo si existe un
subgrupo compacto H C G tal que G/H es metrizable. Y G es Cech completo si y
s6lo si existe un subgrupo compacto H C G tal que G/H es metrizable y completo.
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Un grupo Cech completo es en particular un k-espacio cuyo dual es también
k-espacio, por tanto ag ¥ ags son continuas.

Sin embargo, ser Cech completo no es condicién necesaria para la continuidad
simultdnea de ag y aga. Por ejemplo un grupo metrizable o casi metrizable, no
completo, G, no es Cech completo y tanto ag como aga son continuas.

En [30] encontramos el siguiente “principio de equicontinuidad para grupos” que
relaciona los equicontinuos con los débilmente compactos en el dual de un grupo

topolégico.

Proposicién 3.1.12 (/30] Corollary 1.6)
Si X es un grupo topoldgico que verifica una de las siguientes condiciones:

1. metrizable y hereditariamente Baire,
2. Buaire y separable,

3. Cech completo,

entonces todo compacto B C T'y, X es equicontinuo y en consecuencia es también

compacto en X,

Observemos que en los casos 1. y 3. ax es continua y ya sabfamos (Teore-
ma 3.1.9) que los equicontinuos de I'X coinciden con los relativamente compactos
de X”. La Proposicién 3.1.12 nos dice ademés que en los casos 1., 2. y 3. coinciden
en I' X los relativamente débilmente compactos con los equicontinuos.

Diremos que un grupo G respeta compacidad si tiene los mismos compactos que
Gt = (G,w(G,T'G)). El Teorema de Glicksberg afirma que los grupos localmente
compactos respetan compacidad. Andlogamente, G" respeta compacidad si tiene los
mismos compactos que (I'G,w(I'G,T'G")). De la Proposicién 3.1.12 se deduce que
si G verifica 1., 2. 0 3., el dual G” respeta compacidad.

3.2 Propiedades del dual de convergencia I'.GG

Algunas de las propiedades estudiadas en este apartado (3.2.2, 3.2.5) tienen su origen
en [29]. Alli se demuestra que el dual de convergencia de un grupo topoldgico
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abeliano GG es localmente compacto. Después se procede a estudiar el bidual, I'.I'.G,
y se llega a que es topoldgico y tiene la topologia compacto-abierta respecto de los
compactos del dual I'.G.

Hemos clarificado esta situacién, viendo que no sélo los biduales de convergencia
de grupos topoldgicos son topolégicos, sino que el dual de un grupo de convergencia
localmente compacto cualquiera es topoldgico y su topologia es la compacto-abierta
respecto de los compactos de convergencia (3.2.5).

Proposicion 3.2.1 Sea D un grupo discreto, entonces I'.D es compacto.

DEMOSTRACION: Sea U un ultrafiltro en T'.D, entonces U % ¢ porque D" es
compacto. Veamos que U A . SiF—xzen D, FDOz]yeld xF)Deldx [z]).
Basta ver que e(Ud x [z]) — ¢(z). Si V € Br(¢(z)), ({x},V) es entorno de ¢ en 7,
y entonces existe U € U tal que U C ({z}, V). Luego e(U x {z}) C V. 0

Proposicion 3.2.2 Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff, entonces I'.G es grupo
de convergencia localmente compacto.

DEMOSTRACION: Sea F un filtro en T'.G convergente a 0, entonces Br(1) C e(F x
Ba(x)) para todo € G. En particular, si tomamos W := {z € T : Re(z) > 0},
existen F' € F y U € Bg(0) tales que e(F x U) C W. Por tanto F C U° y entonces
F 2 U° que es A.-compacto (§ 3.1). 0

Corolario 3.2.3 Sea G un grupo topologico de Hausdorff, entonces I'.G es k-
espacio de convergencia y (I'G,Ta,) es k-espacio topoldgico.

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 1.5.4, I'.G es k-espacio de convergencia por ser
localmente compacto y (I'G, 75, es k-espacio topolégico por la Proposicién 1.5.2.

Proposicion 3.2.4 Para un grupo de convergencia G, podemos considerar en I'G
la topologia compacto-abierta referida a los compactos de convergencia de G, Tio-
Sea (o) una red en TG tal que ¢, A 0, entonces @, 23 0.

DEMOSTRACION: Sea (K,V) € B, (0). Sino existiera ag tal que Yoo > g, ¢4 €
(K,V), tendriamos que Vo, 3o/ > ay zy € K tal que oo (zo) € V. Asi (zy)
es una red en el compacto K, luego posee una subred convergente, (z,7), pero
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Yo (Tor) 7+ 0 porque todos los términos estén fuera de V. Esto contradice que (¢4 )
sea A.-convergente. 0

Proposicion 3.2.5 Sea G un grupo de convergencia localmente compacto, entonces
.G es topolégico. Y ademds su topologia coincide con la topologia compacto-abierta
respecto a los compactos de convergencia de G.

DEMOSTRACION: Sea F un filtro en I'G. Por la Proposicién 3.2.4, si F es A.-
convergente, es también 7i,-convergente. Veamos que si es 7y,-convergente a 0 es
también A.-convergente a 0. Sea H un filtro convergente en GG. Por ser G localmente
compacto, existe H € H compacto. Sea V € Bp(1), tomamos el entorno de cero
(H,V) y por ser F Ty,-convergente a 0, existe F' € F tal que F C (H, V') con lo que
G(F x H ) cV. O

La Proposicion 3.2.5 unida a los comentarios que haciamos al principio de este
apartado, permite expresar la siguiente simetria destacable en la categoria de con-
vergencia de grupos abelianos CONABGR: “El dual de convergencia de un grupo
topologico es localmente compacto de convergencia y el dual de un grupo localmente
compacto de convergencia es un grupo topoldgico”.

Observacion 7 FEn particular, si G es un grupo topoldgico localmente compacto, no
hay distincion entre la estructura de convergencia continua y la topologia compacto-
abierta en I'G.

Corolario 3.2.6 Si I'.G es grupo de convergencia localmente compacto, entonces
I.I'.G es topoléogico.

En particular esto se da si G es un grupo topologico de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Basta aplicar la Proposicién 3.2.5 a I'.G. 0

También se verifica lo siguiente:

Proposicién 3.2.7 (/29] Theorem 1)
Si la inclusién candnica, ag, de un grupo topoldgico G' en su bidual G es continua,
entonces G™\ es subgrupo topolégico de T'.I'.G.
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Proposicion 3.2.8 Sea G un grupo de convergencia compacto, entonces I'.G es
discreto.

DEMOSTRACION: Por ser G localmente compacto, I'.G es topoldgico y su topologia
es la compacto-abierta. Sea el entorno de 1 en T, V' = By, entonces {0} = (G, V) y
por ser G compacto, (G,V) € Br z(0). 0

Un grupo topoldgico compacto G es reflexivo en sentido Pontryagin y, por tanto,
ag es un isomorfismo topolédgico. Para grupos de convergencia tenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 3.2.9 Sea G un grupo de convergencia compacto, entonces kg €s So-
bre.

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 3.2.8, I'.G es discreto, y por 3.2.1, I'.I'.G es
compacto.

Ademads, como ['.G es, en particular, localmente compacto, su dual es topoldgico y
tiene la topologia compacto-abierta, por tanto I'.I'.G = (I'.G)".

Basta ver que kg (G) es denso en I'.I'.G y siendo la imagen continua de un compacto
en un espacio de Hausdorff, habra de coincidir con I'.I':G. Teniendo en cuenta que
todo subgrupo del dual de un grupo discreto, que separa puntos del grupo, es denso
([66] Proposition 32), el subgrupo kg(G) de I'.I'.G es denso. 0

Observemos que si G es un grupo de convergencia compacto que no es topoldgico,
kg no puede ser isomorfismo de G en I'.I'.G ya que éste ultimo es topolégico (Coro-
lario 3.2.6). Son raros sin embargo, los grupos compactos de convergencia que no son
topoldgicos, ya que para serlo basta que satisfagan el axioma de Urysohn (Proposi-
cién 1.4.4).

3.3 Propiedades de los subgrupos compactos y de los
subgrupos abiertos

Proposicion 3.3.1 Sea K un subgrupo compacto de un grupo topolégico G, en-
tonces K° es abierto en I' .G.

DEMOSTRACION: Sea (&,) C I'.G tal que &, Ag 0, entonces &, =% 0. Como K° es
Teo-abierto, la red estd eventualmente en K° y por tanto es A.-abierto. O
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Proposicion 3.3.2 Sea K un subgrupo compacto de un grupo de convergencia G,
entonces K° es abierto en I' .G.

DEMOSTRACION: Sea (€,) C LG tal que &, 25 ¢ € K°. Por 3.2.4, £, ™% €. Para
V =B, (K,V) € B, (§) vy existe oy tal que si o > g, & € (K, V). Pero, por ser
K subgrupo, £,(K) C {1} y obtenemos que &, € K°, Va > ay. 0

Proposicion 3.3.3 Si K es un subgrupo compacto de un grupo de convergencia G
con suficientes caracteres continuos, entonces K es dualmente sumergido.

DEMOSTRACION: Por tener G suficientes caracteres continuos, el subgrupo de 'K
definido por L := {¢ € T'K | ¢ se extiende a G}, separa puntos de K. Ademads,
I'.K es discreto (Proposicién 3.2.8) y cada uno de sus cocientes de Hausdorff, no
triviales, tiene un caracter no trivial. Veamos que L es denso en I' K y entonces
L=T/K.

Supongamos que no lo sea, entonces L es un cerrado de I'.K estrictamente contenido
en él. Sea p:I'.K — T'.K/L la proyeccién canénica. Existe un cardcter no trivial
¢ € T.K/L y, por tanto, tenemos ¢p € L° c T .I.K tal que ¢p # 0.

Pero, por ser ki sobre (Proposicién 3.2.9), existe k € K tal que kg(k) = ¢p.
Entonces, para todo v € L, y(k) = kg (k)(7) = ¢p(v) = 1 y, como L separa puntos,
k = 0. Luego ¢p = 0, nos da la contradiccién. O

Proposicion 3.3.4 Si K es un subgrupo compacto de un grupo de convergencia G
con suficientes caracteres continuos, entonces kg(K) = K. En consecuencia, K
es dualmente cerrado.

DEMOSTRACION: Siempre se da rg(K) C K, veamos el otro contenido.
Consideremos primero la inclusién ¢: K — G. Su dual I'i: T.G — T'.K, que es la
restriccién a K de los caracteres continuos de G, es sobre porque K es dualmente
sumergido por la Proposicién 3.3.3. Y el nicleo de I'i es K°. Esto induce un iso-
morfismo continuo Vp:T'.G/K° — I'.K, que ademds tiene inversa continua porque
los dos grupos son discretos. Su dual, 'V, es un isomorfismo bicontinuo.
Consideremos ahora la proyeccién canénica p:I'.G — T.G/K°, entonces
p:T.(I'.G/K°) — T.J.G es inyectiva y su imagen es K%, luego
K. T (T.G/K°) — K es un isomorfismo.

’ . e o .
Asf, la composicién ®X° o 'V o ki es un isomorfismo de K en K.
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Sea h € K%, yseah' € K tal que h = ®X° I'Uf¢ k(). Entonces h = kg(h') €
kG(K). En efecto, si x € I'.G tenemos kg (h')(x) = x(I) y (®X° TUx ki (W) (x) =
TWx ki (h)p(x) = k(M) (Tk px) = £k (W) (X)) = XK (B).

La ultima afirmacién se obtiene teniendo en cuenta el Lema 3.0.2. 0

Observacion 8 La hipdtesis que G tenga suficientes caracteres continuos es esencial
en la Proposicion 3.3.4, como se ve en el siguiente ejemplo:

Sea E un espacio de Banach, separable, infinito dimensional. Existe un subgrupo
libre discreto K de E tal que (E/K)" = {0} [7]. Sea a un generador de K; la
envoltura lineal de a es un subgrupo cerrado de E, sea N := Ra. Si p:E — E/K
es la proyeccién candnica, entonces p(N) se puede identificar con p([0,al), que es
compacto e isomorfo a S! ya que p(0) = p(a), y no es dualmente cerrado, ya que
(B/K)" = {0}.

Proposicion 3.3.5 Si A es un subgrupo abierto de un grupo de convergencia G,
todo cardcter ¢ € I'A se extiende a un cardcter continuo de G.

DEMOSTRACION: Consideramos z ¢ A y vamos a extender ¢ al grupo gp(A U {z}).
Veamos primero cual es la extensién algebraica, considerando los dos casos estdndar:

a) nx ¢ A para todo n € Z\ {0}. Entonces la extensién se define p(z) = 1y
@(a) = ¢(a) para todo a € A.

b) mz € Ay sea m el minimo ndmero natural con esa condicién. Definimos

o(x) = (gp(mx))# (la raiz m-ésima principal) y ¢(a) = ¢(a) para todo a € A.

Y por extensién queda definido ¢ en gp(A U {z}).
La extensién ¢ es continua por tener restricciéon continua en un subgrupo abierto
(Proposicién 1.6.4).

Asi pues hemos logrado extender ¢ a un cardcter continuo, @, definido en el
subgrupo A, := gp(AU {z}).
Veamos que también A, es abierto en G. En efecto, si (23) es una red en G con
zg — z € gp(AU{x}), z es de la forma maz + a para cierto m € Z y a € A, entonces
23 —mx — a € A. Como A es abierto, 35y tal que V3 > By, 23 — mz € A. Y esto
implica que V3 > [y, 23 = mx + ag, con ag € A, luego zg € gp(AU {z}), V3 > f.

Ahora podemos proceder iterativamente tomando A, y ¢ en lugar de Ay ¢. Y
se llega asi a obtener una extension de ¢ definida en G. En efecto, basta aplicar el
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lema de Zorn al conjunto de pares (B, ) donde B es un subgrupo abierto de G que
contiene a A y 1 un caracter definido en B cuya restriccién a A es ¢, ordenado por

(Ba¢)§(0’£) — Bgcqu:Qp O

Proposiciéon 3.3.6 Si A es un subgrupo abierto de un grupo de convergencia G,
entonces A es dualmente cerrado y dualmente sumergido.

DEMOSTRACION:

1. El cociente G/A es discreto (Proposicién 1.6.3), por tanto es reflexivo y tiene
suficientes caracteres continuos. Luego A es dualmente cerrado.

2. Por la Proposicién 3.3.5, cada caracter ¢ € I'A se extiende a un caracter

continuo de G.
O

Veamos ahora que toda red convergente de caracteres continuos definidos en un
subgrupo abierto de un grupo topoldgico se puede extender a una red convergente
de caracteres continuos definidos en todo el grupo.

Teorema 3.3.7 Sea A un subgrupo abierto de un grupo topoldgico abeliano de Haus-
dorff G. Sea (£4)acp una red convergente a & en A, entonces existen &4 y € en
G\, extensiones de &, y & respectivamente, tales que £, — &.

DEMOSTRACION: Sea z € A, como en la Proposicién 3.3.5, podemos encontrar
extensiones 5&1), ¢M de &,, € definidas en A; := gp(AU {z}).

Veamos que 5&1) — &),

Sea (S, V) un entorno de cero en A7, donde S C A; es compacto y V es entorno de
1 en T. Tenemos que encontrar ag tal que {él) —eM ¢ (S, V) para cada o > «.
Sea aj tal que §, — & € (SN A, V), Va > ;. Esto es posible ya que SN A es
compacto.

Distinguimos ahora los dos casos estandar, como en 3.3.5:

a) Sinx ¢ A para todon € Z\ {0}, cogemos ap = ;.

b) Simzx € A, con m el minimo nimero natural con esa condicién, consideramos
las siguientes posibilidades:
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i) S C A; entonces 5((11)(8) = £(s) y €W (s) = &(s), Vs € S, y nos sirve a;.
ii) S\ A tiene un solo elemento, sea y = Iz +a, donde [ es un entero y a € A.

l
Sea W € Er(0) tal que W +W C V. Ya que £V (iz) = —&a(ma),

l

converge a £V (lz) = —&(ma), entonces podemos determinar ag en D
m

tal que ( O )(s) e W+ W C V,paracadase S.

Si S\ A es finito nos sirve un argumento similar.

ili) H := S\ A es infinito. Por ser H C S compacto, el recubrimiento abierto

n
{y + A,y € H} tiene un subrecubrimiento finito, sea U(yz +A) D H,
i=1
con y; € H. Designaremos como S, := (y; + A)N H, S; := S —y;
n n

y F = U S; C A. F es compacto y también H C U(yz + F). Para

i=1 =1
i€{1,2,...,n} determinamos «; como en ii), tal que (f&l)—f(l))(yi) ew,
para cada o > «;. Ahora si ag > aq,...,q, tenemos: cada z en H

pertenece a algin y; + F, sea z = y; + f. Asi (5&1) — MYy + f) €
W+ W C V, para todo a > «p.

Esto demuestra que 5&1) — W en A; = gp(A U {z}). Repitiendo este proceso ob-

tenemos subgrupos abiertos A; y extensiones faj , €U) definidas en dichos grupos.

Entonces {a = Ug&j ), §~ = U£Y son las extensiones definidas en G. Veamos que

£a — € Sea (S, V), S C G compacto. La familia {x+ A,z € S} es un recubrimiento
n

abierto de S. Sea z1,...,z, € S tal que U(azZ + A) D S. Cada x; pertenece a un
i=1
subgrupo A,;; denotamos por A; al mayor de los A,,,...,A,, y basta determinar o

tal que ft(lj) —¢U) € (8,V), para todo o > . 0

Utilizando este Teorema, podemos dar una nueva demostraciéon de [10] Lemma
2.2 (d).

Proposicion 3.3.8 Sea A un subgrupo abierto de un grupo topolégico G, entonces
"GN — A" es abierta.

DEMOSTRACION: Sea O un abierto en G”, veamos que i"*(O) es abierto en A". Sea
£ €i™O) y (&) C A" una red 7.-convergente a £. Por el Teorema 3.3.7, existen
{a, §~ extensiones en G tales que {a g 5 Observemos que 5 € O+ A° que es
abierto, por tanto existe ag tal que &, € O + A%, Ya > «ag. Luego &, = i/\({a) S

’L/\(O + AO) = iA(O), Ya > ag. O
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Proposicion 3.3.9 Si A es un subgrupo abierto de un grupo de convergencia G,
toda red en ' A convergente se eleva a una red convergente en I'.G.

DEMOSTRACION: Sea (£,) C I':A una red tal que &, Ag £ en T A.

Consideramos = ¢ A y extendemos (§,) y £ a caracteres continuos del grupo gp(AU
{x}). Sean &, y € las extensiones continuas.

Para probar que &, A €, tomamos una red (28) en gp(AU {z}), tal que z3 — 2.
Consideramos z3 — z — 0 € A. Por ser A abierto, existe 3y tal que V3 > fo,
zg — z € A. Entonces, V3 > B, {a(zg —z) =&a(23 — z) — 1. Luego fa(%) — &(2).

Procediendo iterativamente obtenemos extensiones, f; y {N , de &, v € respectiva-
mente, definidas en G y tales que &, A &.
Ahora es facil comprobar lo siguiente:

Corolario 3.3.10 Sea A subgrupo abierto de un grupo de convergencia de Hausdorff
G. El homomorfismo candnico W 4:T'.G/A° — T' A es un isomorfismo bicontinuo.
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Capitulo 4

Grupos topoldégicos localmente
casi-convexos

La clase de los espacios vectoriales topolégicos localmente convexos juega un pa-
pel de gran importancia en la teoria de los espacios vectoriales topolégicos. Por
otra parte, los espacios vectoriales topologicos, olvidando la linealidad, son grupos
topolégicos abelianos. Por tanto es muy deseable determinar una subfamilia de gru-
pos topoldgicos, que incluya precisamente a los espacios localmente convexos, y que
de alguna manera sea la generalizacion de éstos en la clase de los grupos topolédgicos
abelianos. Una obstruccién a este proyecto es que en el marco de los grupos no se
puede hablar de conjuntos convexos, ya que no tiene sentido la linealidad.

En 1951 Vilenkin introdujo la nocién de subconjunto casi-convero ([85]), ins-
pirdndose quizas en el Teorema de Hahn-Banach. Este fue el punto de partida
para definir los grupos localmente casi-convexos, que en cierto modo se asemejan a
los espacios vectoriales localmente convexos, aunque presentan también diferencias
notables con éstos, debidas a que un conjunto casi-convexo puede no ser convexo y
viceversa. Por ejemplo, el conjunto formado por {—1,0,1} es casi-convexo en R y sin
embargo hay intervalos en R que no son casi-convexos (cfr. § 4.2). En los espacios
vectoriales topoldgicos la envoltura casi-convexa de un conjunto equilibrado coincide
con la envoltura convexa y cerrada de dicho conjunto.

En este Capitulo hacemos un estudio de los grupos localmente casi-convexos.
Banaszczyk en [8] ha dado algunas propiedades fundamentales de dichos grupos,
pero su estudio se dirige mas bien a tener las herramientas para la teoria de grupos
nucleares, una subclase importante de grupos localmente casi-convexos. Es decir,
la memoria citada no constituye un estudio sistemdético de los grupos localmente

69
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casi-convexos. También en [5] encontramos algunas proposiciones al respecto.

Comenzamos este apartado dando propiedades y ejemplos bésicos de conjuntos
casi-convexos que no figuran en la literatura. Resulta casi imprescindible disponer
de ellos para no tener intuiciones falsas, provinientes de los conjuntos convexos.
Probamos, ademds, al final de este Capitulo, que para todo grupo topolégico de
Hausdorff (G, 7), existe una topologia de grupo 7. que es la més fina de las topologias
de grupo localmente casi-convexas menos finas que 7. El grupo (G, 7.) tiene el
mismo dual que (G, 1), y utilizando 7. demostramos que la casi-convexidad local es,
en algun caso concreto, una propiedad de tres espacios. Este resultado ya ha sido
objeto de una publicacién [21], que ha sido citada en [30] donde se estudia de modo
exhaustivo la dualidad en grupos, en analogia con la dualidad en espacios vectoriales
topolodgicos, llegando a definir una generalizacion de la topologia de Mackey para
grupos.

4.1 Propiedades de los conjuntos polares y de las en-
volturas casi-convexas

Sea G un grupo topolégico abeliano de Hausdorff.

Un subconjunto S de G diremos que es casi-convezo si Vg € G\ S, Iy € S° tal
que Re(x(g)) < 0. La envoltura casi-convera de S C G se define como

Q(S) :={g € G: Re(x(g)) >0, Vx € S°}.

Se comprueba facilmente que S = Q(S) si y sblo si S es casi-convexo. Estas
definiciones dependen del conjunto de caracteres continuos, I'G, y no de la estructura
que consideremos en él.

Observemos que para subgrupos, ser casi-convexo es lo mismo que ser dualmente
cerrado.

: -1 1
En lo que sigue denotemos por By := {ez’m s [T’ ﬂ } C Ty por ¢y € G"

al cardcter tal que o(g) =1, Vg € G.

Observaciones 9 Sea G un grupo topoldgico y A un subconjunto de G.

e El conjunto Q(A) = ﬂ x H(B1) es w(G,T'G)-cerrado.
xeA°
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Si A y B son subconjuntos de G tal que A C B, entonces B° C A° y
ACQ(A) CQ(B).

o También, para subconjuntos de I'G, si X CY se verifica °Y C °X.
o Q(4) = (A%
o (Q(A))°" =A°

Si en G consideramos dos topologias tal que T < 7', entonces Q. (A) C Q,(A).

Lema 4.1.1 Sea S un subconjunto no vacio de un grupo topoldgico G, entonces S°
es casi-convexo en (I'G,T) con T > 7.

DEMOSTRACION: Sea 3 € TG\ S° y sea s € S tal que Re(3(s)) < 0. Tenemos
aa(s) € TG", Re((aa(s))(8)) <0y Re((oa(s))(x)) > 0, para todo x en 5°.

Para A C G y t € N denotaremos por:
A+ D 4A={x1+...+2, € G|z € A, Vi}
tA:={tx |z € A}
%A::{xEGHxEA}.

Observemos que tA C A+ . +A.

Proposicién 4.1.2 Sea {A;}icr una coleccion de subconjuntos de G. Entonces se
verifica:

7 (Un) ey (my,
m)( )
i€l el

iii) (tA)° = tA En particular: (A—i— . —|—A)O C

S
I
.o

DEMOSTRACION:
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1) nAlgAngAZ,VJEJi <UAZ>OQUAZOQ (ﬂAZ>O

el icl el icl iel

i) C) A; C|JAiparatodoicl = <U AZ-) (4.
iel iel iel
D) Sea p € ﬂ A?, entonces, para todo x € U A;, Re(p(z)) > 0.
i€l el

iii) Sea 2 € A. Entonces ¢ € (tA)° < 0 < Re(p(z+ 0. +z)) = Re(p(z)- 0.
1
() = Re((p+ V. +9)(2)) @ o+ D. +pec A’ s p e ZAO'

1
Ademis, ya que tA C A+ Y. + A, tenemos que (A+ 0. +A4)° C (tA)° = ;AOD

Proposicion 4.1.3 Sean A y B subconjuntos de G. Entonces:

i) QAN B) € Q(A) N Q(B)
i) Q(A)UQ(B) C Q(AUB).
iii) Si0€ A, Q(A)+ Q(A) C QA+ A).

iv) Q(A) es simétrico.
DEMOSTRACION:

i) Observemos que z € Q(A) N Q(B) si y solo si Yy € A° U B°, Re(p(x)) > 0.
Por la Proposicién 4.1.2 A°U B° C (AN B)°. Entonces, si z € Q(ANB) y
pe A°UB° ¢ e (ANDB)°y Re(p(x)) > 0.

ii) z € Q(A)siysdlosiVp € A% Re(e(x)) > 0. Asi, para todo ¢ € (AUB)° C A°
también se verifica Re(p(z)) > 0y x € Q(AU B). Andlogamente si z € Q(B).

1
ili) Sean x1, 2 € Q(A) y ¢ € (A+ A)°. Ya que (A+ A)° C §A° (Proposicién
4.1.2 (iii)), tenemos ¢+¢ € A°. Entonces, parai = 1,2 se verifica 0 < Re((p+
©)(x;)) = Re(p(x;)-p(x;)) con lo que se da una de las siguientes desigualdades:

Re(p(zi)) > 7 o Re(p(z;)) < —%. Pero la segunda desigualdad no es
posible porque 0 € A == AC A+ A= Q(A) C QA+ A) = Re(p(x;)) >0
para i = 1,2. Asi Re(o(x1 + x2)) = Re(p(x1) - ¢(x2)) > 0.

iv) Sea p € A%y x € Q(A). Entonces Re(p(—z)) = Re(p(x)™1) = Re(p(x)) > &



4.1. PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS POLARES Y DE LAS ENVOLTURAS CASI-CONVEXAS 73

En general no se dan las igualdades en i), ii) y iii) (cfr. § 4.2). Y observemos que
la interseccién de conjuntos casi-convexos es casi-convexa, en efecto, si Q(A) = A
y Q(B) = B, entonces ANB C Q(ANB) C QA)NQ(B) C AN B y por tanto
QANB)=ANB.

~

Sean G7 y G4 dos grupos topoldgicos, sabemos que G x G4 = (G x Go)" y
él isomorfismo viene dado por (x1,x2) + X tal que x(g1,92) = x1(g1) - x2(g2) € T,
V(g1,92) € G1 X Go. En este contexto tenemos:

Proposicion 4.1.4 Sean A; y As subconjuntos de los grupos topoldgicos G1 y Go
respectivamente y denotemos por ¢g al neutro del dual, entonces:

a) Se verifica que (A x {po}) U {po} x A3) C (A1 x Ag)°.
Si ademds (0,0) € A X AQ, (A1 X Ag)o - A{f X Ag

b) Q(A1 x Az2) C Q(A1) x Q(A2)
En general no se dan las igualdades (cfr. § 4.2).

DEMOSTRACION:

a) Af x {wo} C (A1 x A2)° ya que si (x,¢0) € AY x {w0}, ¥(g1,92) € A1 x Aa,
Re((x, ¢0)(g1,92)) = Re(x(g1)) > 0y por tanto (x, o) € (A1 x Az)°.
Igualmente {pg} x AJ C (A1 x A2)°.

Para la segunda inclusién basta observar que si (x1,x2) € (41 X A2)°,
Re(Xl(gl) : Xg(gg)) > 0, V(gl,gg) € Ay x Ay y, como (0,0) € Ay x Aoy, debe
cumplirse Re(x1(g1)) > 0y Re(x2(g2)) > 0, Y(g1,92) € A1 x As. Luego
X1 € ATy x2 € A3.

b) Sea (g1,92) € Q(A; X A3), veamos que g1 € Q(A1). Si x € A9, (x,¢0) €

A7 x {po} C (A1 x A)° y, entonces Re(x(g1)) = Re((x,%0)(91,92)) = 0.

Igualmente g2 € Q(A3). O

Observemos que el producto de conjuntos casi-convexos es casi-convexo ya que,

si A1 y AQ son CaSi—COIlVGXOS7 A1 X A2 g Q(Al X Ag) g Q(Al) X Q(AQ) = A1 X AQ.

Lema 4.1.5 Sea H C G un subgrupo cerrado, sea p:G — G/H la proyeccion
candnica y sea p": (G/H)" — G el homomorfismo dual de p. Si W es un sub-
conjunto de G/H, entonces
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a) (p~H(W))° 2 pN(W?°), y la igualdad se verifica si H C p~*(W).

b) Si W es casi-convezo, entonces Q(p~L(W)) = p~H(W).
DEMOSTRACION:

a) D) Sea x € W° C (G/H). Siy € p'Y(W)y x = p(y), entonces
Re((p"(x))(y)) = Re(xp(y)) = Re(x(x)) = 0; asf p"(x) € (p~'(W))°.
C) Sea ¢ € (p~*(W))°. Ya que p~Y(W) D H, o(H) = {1} y existe ¢ €
(G/H)" tal que@—sop—p Np)-
y €p~'(2), Re(¢(x)) = Re(o(y))

b) D) Este contenido es evidente ya que Q(A) D A, para todo subconjunto A
de G.

Ademés ¢ € W° porque si x € W e
> 0. Entonces ¢ € p\(W°).

C) Sea z & p~1(W). Entonces p(z) ¢ W y, por ser W casi-convexo, existe
x € We° tal que Re(x(p(z))) < 0. Aplicando a), p"(x) € p(W°) C
(p~1(W))°. Entonces z € Q(p~1(W)).

Lema 4.1.6 Sea f:G — G’ un homomorfismo continuo y sea A C G un subconjun-
to, entonces

a) fA(f(A))°) = AN fAG)

b) f(Q(A)) CQ(f(A))Nf(Q), y la igualdad se verifica si f es abierta e inyectiva.
En particular, si B es un subconjunto de G', f(Q(f~1(B))) C Q(B)N f(G).

DEMOSTRACION:

a) £ € (f(A))° siy sélosi Re((f(€))(a) = Re(&(f(a))) >0, Va € A, siy sélo si
fh(E) € A,

b) Sea f(x) € f(Q(A)) y & € (f(A))°. Como, por el apartado a), f(£) € A°y
z € Q(A), se verifica Re({(f(x))) = Re((f*(§))(z) =0y f( ) Q(f(A)).
Si f es abierta e inyectiva, " es sobre, entonces sea f(z) € Q(f(A)), queremos
ver que x € Q(A). Tomamos f(£) € A, por el apartado a) f € (f(A))°, luego

Re((f(§))(x) = Re(£(f(x))) = 0. O



4.2. EJEMPLOS DE POLARES Y ENVOLTURAS 75

Observemos que si H es un subgrupo de G y B C G es un subconjunto, se
verifica Qg(BNH) C Qa(B)N H. Si H es dualmente sumergido se da la igualdad.
En efecto, si g € Qa(B)NH y x € (BN H)° C H", consideramos la extensién de
X, X € (BN H)° C G", y tenemos Re(x(g)) = Re(x(g)) > 0.

En lo que sigue usaremos el siguiente resultado:
Teorema 4.1.7 (/5] 7.8)
Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff, entonces son equivalentes:
i) ag es inyectiva
it) para cada x € G, se cumple Q({z}) ={0,z, —z}

iii) {0} es casi-convezo

4.2 Ejemplos de polares y envolturas

El concepto de casi-convexidad es hasta cierto punto novedoso y como hasta ahora
ha sido poco trabajado, necesitamos de algunos calculos, que aunque se pueden
hacer por métodos elementales, no estan en la literatura, y requieren elaboracién.

) ) —-11
T={2cC:z|=1} = {2 ¢ R} = {e%mzxe(7,§}} =
{e%it :t € (0, 4]} con la estructura de grupo dada por la multiplicacién en C.

Para los subconjuntos de T usaremos la siguiente notacién: sea A C T un
subconjunto y m € N
A" ={a" eT:aec A}

Al/m::{aGT:ameA}

Consideraremos los siguientes entornos de 1 (arcos de T centrados en 1 y de

{e%it it e {_—1, l]}
n'n

longitud 7/n):

. -1 1
B — 27rz:)3: -
i {6 ve [4n’4n”
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Figura 4.1: Arcos de T centrados en 1 y de longitud 7/n

Observemos que (B ,,)" = Bi.

Nos fijaremos también en los arcos de T centrados en —1 y los denotaremos por

_Bl/n:

—Ba

—
N

Figura 4.2: Arcos de T centrados en —1 y de longitud = /n
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. s ; =,
ya que si e2” € By, entonces —e7 = 31142) ¢ —Bi/n-

Observemos ademés que (—By;,)" = (-1)"*'B; y por tanto Byjm U
1/n

(="' By, C By
En T los subgrupos son los subconjuntos formados por las raices n-ésimas de la
unidad, los notaremos

Sy = {e%i%:k:O,...,n—l}

1 k
Los intervalos de R de la forma [— ——,—+—| con k € Z, nos dan en T
n 4n'n  4dn

arcos centrados en las raices n-ésimas de la unidad y de longitud = /n.
Por ejemplo, para n = 3 lo tenemos representado en la siguiente figura:

4 \\
-1/2 —1/3 0 /3 1/2 Co
. r4v o1 o rr 1
— L . I ' L | I — * T T 1
2 CO Cl
-

Figura 4.3: Arcos de T centrados en las raices ciibicas de 1 y de longitud 7/3

El grupo T

Si G =T (grupo multiplicativo) es conocido que T" 2 Z ([66] pag.51) y el isomor-
fismo topoldgico viene dado por:

e Calculemos la envoltura casi-convexa de los arcos centrados en 1:

i =1{m€Z:Re(z™) >0, Vz € By} =
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:{mEZ:Re(e2mmm)>O Vxe[ ! 1]}:

4n’ 4n
{ €7 e{l }-I—ZVE{lL}}—{ 1,01, .0}
m mx T TE |y n, )
y
Q(Bi/n) ={2€T: Re(z™) >0, Vm € {-n,...,—1,0,1,... ,n}} =
:{ez’m:mxe[_— ﬂ—i—Z vm € {—n, 1,0,1,...,n}}:

27rw:, 11
{eeclq A}:Bw

Asf obtenemos una base de entornos de 1 € T casi-convexos, { B/, fnen-

Sea B C T tal que By, C B C Byp,
entonces B® = {-n,...,~1,0,1,...,n} y Q(B) = By .

Sea B D By, entonces B® = {0} y Q(B) =

Veamos un ejemplo en que Q(A) - Q(A) # Q(A - A).
Sea A = B3, entonces Q(A) = Ay By CA-AC B

Q(A)-Q(A) C B1 =Q(A- A)

Utilizando el Teorema 4.1.7 tenemos que la envoltura casi-convexa de un punto
z €T es:

Q({Z}) = {17 2, Z_l}

Veamos un ejemplo en que Q(A) N Q(B) # Q(AN B).

i1

Sean A = {ez’m ix € [0, 1—12} } yB=A1tuU {e2 12} entonces
AnB = 1,em5)
Q(A) = Q(B) = Bys 5 {1,612 e 21 } = QAN B)

Para los subgrupos S,, de raices n-ésimas de la unidad,

Se={meZ:z2"=1, VzGSn}:{mez:e%z‘%m:L Vk:(),--',n—l}:

:{meZ:ngZ, Vk:O,---,n—l}:nZ
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e Vamos a estudiar las envolturas de la unién y de la interseccién de dos sub-
grupos de raices de la unidad.
Sean A =S,, y B =S, con d =mcd(n, k) y m =mcm(n, k), entonces

(AUB)? =A°N B’ =nZ N kL = mi

Q(AUB) =S, 28, US; = Q(A) UQ(B)

y, teniendo en cuenta que la interseccion de casi-convexos es casi-convexa y
que AN B =5y,

QANB) =53 =Q(A)NQ(B)

e Veamos otro ejemplo en que Q(AU B) # Q(A) UQ(B).
Sean A={-1}y B= {62”1_12}, entonces A° = 27,y B° = 37,

(AUB)’ = A°NB°=27ZN37%=6Z

QAUB) =552 S, US; =Q(A) UQ(B)

El grupo Z

Sea G = 7 (grupo aditivo), Z = T

T — 7"
{WQ:ZHT}
a —
1 — a

e Dado un entero m € 7Z, vamos a buscar su polar:

{m}o — {a c T - Re(am) > 0} — {627rit . R6(627ritm) > 0} —

, -1 1 , k 1 k 1
_ 2mit - — 2mit - _
—{e .tme[—4,4}+Z} {e -tGl][m 4m’m+4m}}

k€EZ
es decir,
o "1 m m 2mit J I 1 m
{m} :jUOCj donde C;] :{e :te[a—%,a—i—ﬁ]},(}) = Bi/m

es union de los arcos de longitud 7/m, centrados en las raices m-ésimas de 1.

°Cy" =° (Bijm) = {k € Z: Re(e¥™™) > 0, Ve*™ € By} =
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, -1 1
— N 27I'Ztk‘ > _ =
{kEZ.Re(e ) >0, Vt€{4m’4m]}

-1 1 -1 1
_ 7. -1 e 21001,
{ke tk € [ 1 ,4:|, Vit € |:4m74m:|} { m, s 707 ) 7m}

La envoltura casi-convexa es:

m—1

Q{m}) = ) °Cf" = {~m,0,m} = Q({~m,0,m})

=0

.. A
Observacién: Los entornos en Z” son de la forma S°, con S C Z com-

pacto. Por ser Z discreto, S = U{mz} es un conjunto finito. Entonces
er
m;—1
SO = ﬂ {m;}° = ﬂ( U C7™), que es la interseccién finita de arcos de lon-
i€F ieF  j=0

gitud 7/m;, centrados en las raices m;-ésimas de 1.

e En particular,
{-2,-1,0,1,2}° =

:{ezmtzte U [k‘—i,kz+ﬂ}ﬂ{ezmtzt€ U [g—%,gﬁ—%]}:

k€EZ keZ
= 627mtt€U|:]€—lk+1:| :B12
h 8" "8 /
EZL
y
Q({~2,-1,0,1,2}) = {~2,-1,0,1,2}
m
{_ma"'a_laoala""m}oz n{_j)oaj}O:Bl/m
j=1
Q{-m,...,—1,0,1,...,m}) ={-m,...,—1,0,1,...,m}

e Sea S C Z un subgrupo, S = mZ,

{mZ}° = {a eT:d" =1, Vk e Z} = {e2mt s emitkm — 1k e Z} =

= {e%it cthm e Z, Vk € Z} = {627”% 1k € Z} =Sm

Q(mZ) =miZ
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El grupo R

Sea G = R (grupo aditivo), R" = R
R — R"

d v: R — T
r — e27rdiz

e Para los intervalos centrados en 0,

[-r,r]°={deR: Re(e%dix) >0, Vo € [-r,r]} =
— {d eR:dx e [_Il’ﬂ +7Z, Vx € [—r,r]} = [—%,%]
Q([=r,r]) =[-rr]
(=rr)?=[-nrr]” v QU-rr1)) =[-rr]

e Para cada m € N, sea el subgrupo mZ C R,
{mZ}° = {d eR: ¥ =1 vre mZ} =

={deR:dreZ, szrh}z{%:kGZ}:iZ

m
y
Q(mZ) = mi
En la siguiente figura podemos observar como actuan las aplicaciones 4 para
1 -1
d=— ... —=
m m
2 (1)
g (1)
27
0 1 m 1™ qalm) = (1)

\\ m-1(1)

\// o

1
Figura 4.4: Aplicaciones v4 parad = —,---, ——
m
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e Parar e R,

{r}°={d eR: Re(e’™™") > 0} = {de R:dre [_Ilﬂ +Z} —

zu[ﬁ i&rﬂ

r  4dr’r

kel

Q({r}) = {d € R : Re(e*™ %) > 0,Vx € {r}°} =

-1 1 k 1 k 1
€

e Para m € N, tenemos una situacién similar a la que encontramos en Z

{-m,...,=1,0,1,...,m}° = ({—4,0,4}° =
j=1
n k 1 k 1 1 1
:ﬂ U{—.——.,—.‘F—.] :U[k‘——,k‘-l——
i=1 \kez J 47" 7 45 hez 4dm 4m
y
Q{-m,...,—1,0,1,...,m}) ={-m,...,—1,0,1,...,m}

e Sin embargo, si consideramos el conjunto

S S L B

Tenemos

A":{deR:Re<62md%)zO,VnEN}:{dERzge {_—1,1}+Z,Vn}:

(Yl -

Q(A) = [-1,1]

Entonces,
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El grupo Q

Sea G = Q (grupo aditivo).

Observemos que Q es un subgrupo denso de R, por tanto todo cardcter continuo
de Q se puede extender a un cardcter continuo de R. Asf pues, Q" = R".

Para el cdlculo de polares y envolturas casi-convexas podemos usar los de R.
Sea A C Q, entonces 4° C R y Qo(4) = Qr(A)NQ.
El grupo R x R

Sea G = R x R (grupo aditivo), (R x R)* 2R x R

e Veamos un ejemplo en que (A; x A2)? # A7 x AS.
Sean Ay = Ay = I = |0, 1], entonces:
2]
X |—=, =
4°4

(I x 1)° = {(dy1,dy) € R? : Re(e?™(rm1td2m2)y > 0 () 20) € I x I} =

11

I°xI°= [——,—
11

—-11
= {(dl,dg) € R2 sdix1 + doxs € [— —] +Z, \V/(SCl,.’EQ) el x I} =

474
11 11 1
“dnd) e == S x| —m o+ o] < -
{(1,2)6[4,4]X{4,4}|1+2|_4}
T
_ 1 1
4‘ ‘4
L _

Figura 4.5: Polares (I x I)° C I° x I°

Observemos que en este caso (0,0) € A; x Az y se da el contenido estricto
(A1 X AQ)O C A(lj X Ag



84 CAP{TULO 4. GRUPOS TOPOLOGICOS LOCALMENTE CASI-CONVEXOS

Sin embargo, se verifica:
QU xI) = [-1,1] x [-1,1] = Q(I) x Q(I)
e Dado un punto (r,s) € R?, sabemos por el Teorema 4.1.7:
Q{(r,)}) = {(0,0), (r,5), (=, —5)}
Vamos a calcular el polar de un punto:

{(r,$)}° = {(d1,dy) € R?: Re(?™iritsd2)y > g} —

= {(dl,dg) € R2 crdy + sdy € {_Il’ i} -|—Z’}

Son los puntos comprendidos entre los pares de rectas rx + sy = —— + k,
1
rT + sy = 1 + k, con k tomando valores en Z.

Para el punto (r,s) = (1,1) tenemos:

-
/
/ /
- —
— -
/ /
_1 1 3 5
1 1 1 4
/ /
— /
—— /
/

Figura 4.6: Polar de un punto {(1,1)}°

En este ejemplo también podemos observar que, en general, (A; x Ag)° #
A¢ x A§ y que no se da ninguno de los dos contenidos.

1 1
Sea A1 = Ag = {1}, entonces A} = U [k‘ - —k+ ﬂ y AJ x A es la unién
kezZ

4

de cuadros de lado 1/2 centrados en los enteros:
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5
4
t1
3
4
1
4
3 1 1 3 5
-1 11 1 O 1z 1 L)1
T
4

Figura 4.7: Producto de polares {1} x {1}°

e El polar de dos puntos es la interseccién de los polares de cada punto, por
ejemplo, si A} = {1,—1} y Ay = {1}, entonces (A1 x A2)° = {(1,1),(-1,1)}° =
(L1 N (=1, 1))

5

4

1

3

4

1

4
3 1 1 3 5
-1/-1 ~1 071 1 L 71

!

4

Figura 4.8: Polar de dos puntos {(1,1),(—1,1)}°

Sin embargo, si tomamos By y Bs que contengan a 0, por ejemplo B; = By =
{—1,0,1}, entonces (Bj x Bs)° son los rombos de la siguiente figura:
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5
4
+1
3
4
1
4
‘ 3 T T ' 3 ‘ 5
-1 /=1 1 07 1 1 1 1
1
4

Figura 4.9: Polar de un producto (Bj x Bg)°

y tenemos que se verifica la inclusién (B x By)° C B x BS.

5
4
+1
3
4
1
4
’ 3 I T ' 3 ! 5
-1 T 1 071 1 1 1
I
4

Figura 4.10: Polar de un producto y producto de polares (By x B2)° C BY x B§

e Veamos ahora un ejemplo en que Q(A; x Az) # Q(41) x Q(A2).

Sea Ay = Ay = {1}, entonces:

Q(Al X A2) = Q({(la 1)}) = {(0’ 0)’ (1’ 1)’ (_1’ _1)}
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Q(A1) x Q(Az) ={0,1,-1} x {0,1, -1}
y se cumple Q(A; x Az) C Q(A41) x Q(Az).

. + 1 b 4
1 0 1
x - _1 °

Figura 4.11: Envolturas Q({1} x {1}) C Q({1}) x Q({1})

4.3 Definicién y propiedades

Diremos que un grupo topoldgico G es localmente casi-convexo si admite una base
de entornos de cero formada por conjuntos casi-convexos.

De la definicién se deduce directamente que un grupo localmente casi-convexo de
Hausdorff tiene suficientes caracteres continuos y por tanto las aplicaciones ag y k¢
son inyectivas. También se deduce que son abiertas en la imagen, como enunciamos
en la siguiente Proposicién. Sin embargo pueden no ser abiertas (cfr. Ejemplo 4.5.5).

Proposicion 4.3.1 Si G es un grupo topoldgico localmente casi-convexo, las apli-
caciones ag: G — ag(G) y kg: G — ka(G) son abiertas.

DEMOSTRACION: En [8] Lemma 14.3 encontramos la demostraciéon de que ag es
abierta y de forma similar se obtiene para xg. O

Las siguientes proposiciones nos proporcionan ejemplos de grupos localmente
casi-convexos.

Proposicion 4.3.2 5i G es un grupo topologicamente isomorfo al dual de algin
grupo topoldgico H (i.e. si G admite un predual), entonces G es localmente casi-

CONVETO0.
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DEMOSTRACION: Podemos identificar G con H”. Los conjuntos de la forma S°,
donde S C H es compacto, forman una base de entornos de 0 en H” ([8] Proposition
1.3) y son casi-convexos (Lema 4.1.1). 0

Todo grupo reflexivo G es localmente casi-convexo, basta considerarlo como el
dual de su dual, G = (G")". Asi también, del Teorema de dualidad de Pontryagin

se deduce que los grupos localmente compactos son localmente casi-convexos

Lema 4.3.3 (/8] Proposition 2.4)
Un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff es localmente convexo si y sélo si, con
su estructrura aditiva, es un grupo de Hausdorff localmente casi-convexo.

Proposicion 4.3.4 Todo subgrupo de un grupo localmente casi-convexo es local-
mente casi-convero.

DEMOSTRACION: Sea H C G un subgrupo de un grupo topolégico localmente casi-
convexo y V € Bg(0) casi-convexo. Veamos que V N H € By (0) es casi-convexo en
H.Sixe H\VNH, existe x € I'G tal que Re(x(z)) <0y Re(x(y)) >0,Vy e V.
Basta tomar xp. 0

Hemos visto anteriormente algunas propiedades generales de grupo que vienen
determinadas por poseerlas un subgrupo abierto; la casi-convexidad local es una de
ellas.

Proposicion 4.3.5 Si A C G es un subgrupo abierto, entonces G es localmente
casi-convexo si y sélo si A lo es.

DEMOSTRACION: Todo subgrupo de un grupo localmente casi-convexo es tam-
bién localmente casi-convexo. Veamos que para subgrupos abiertos se verifica el
reciproco. Utilizaremos que todo subgrupo abierto de un grupo topolégico es dual-
mente sumergido y dualmente cerrado (Proposicién 3.3.6).

Sea U € B (0), queremos encontrar un entorno de 0, V' C U, casi-convexo. Tenemos
UNA € Bs(0) y estamos suponiendo que A es localmente casi-convexo, entonces
existe un entorno casi-convexo V4 C U N A. Por ser A abierto, V4 € B;(0); veamos
que también es casi-convexo en G y asi podemos tomar V = Vjy.

Sea x € G\ V4, distinguimos dos casos. Siz € A, existe y € ['A tal que Re(x(x)) <0
y Re(x(V4)) > 0y por ser A dualmente sumergido, x se puede extender a G. Por
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ultimo, si x € A, por ser A dualmente cerrado, existe x € I'G tal que Re(x(x)) <0
y Re(x(4)) = 0. O

Los cocientes de localmente casi-convexos no son en general localmente casi-
convexos. Por ejemplo, todo espacio normado X, contiene un subgrupo ¥ C X
discreto, débilmente denso y entonces el cociente X/Y que no es trivial, verifica
(X/Y)N = {0} ([7], [79]). Y, de hecho, todo grupo topolégico de Hausdorfl es
cociente de un grupo topoldgico de Hausdorff localmente casi-convexo ([5] 12.8).

Sin embargo tenemos el siguiente resultado para cocientes por subgrupos com-
pactos:

Proposicion 4.3.6 Sea G un grupo topoldgico con ag continua y K un subgrupo
compacto. Si G es localmente casi-convero, G/K es localmente casi-convezo.

DEMOSTRACION: Por ser G localmente casi-convexo y ag continua, ag: G — ag(G)
es isomorfismo topolégico. Por otra parte, ag(K) = K N ag(G) ya que todo
subgrupo compacto de un grupo con suficientes caracteres continuos es casi-convexo
(Proposicién 3.3.4, [8](14.1)). Asi G/K = ag(G)/aq(K) = ac(G)/(K° Nag(Q))
es un subgrupo topoldgico de G /K. Teniendo en cuenta que K° es un subgrupo
abierto de G, la aplicacién canénica G /K% — (K°)" es isomorfismo topoldgico
([10] Lemma 2.2(f)). Claramente (K°)" es localmente casi-convexo por ser un dual.

O

Veremos mas adelante que el reciproco también es cierto.

Proposicion 4.3.7 El producto arbitrario de grupos localmente casi-convexos es
localmente casi-convexo.

DEMOSTRACION: Sea {G; : i € I} una familia de grupos localmente casi-convexos
y pj: [ Gi — G la proyeccién canénica. Si V' € BH Gi(O) es un entorno basico y
F C I es un subconjunto finito de indices tal que p;(V) = G; para todo i € I\ F,
tomamos U; € Bg,(0) casi-convexo con U; C p;(V), para cada i € F, y formamos

U := ﬂ p; '(U;). Obtenemos asi un entorno U C V casi-convexo. En efecto, si
1eF

x ¢ U, existe j € F con z; € p;j(U) = U;. Como Uj es casi-convexo, existe ¢ € I'G;

tal que Re(¢(z;)) < 0y Re(p(Uj)) > 0. Definimos ahora ¢ = ¢p;, que es un caracter

continuo que cumple lo que querfamos ya que ¢(U) = ¢(U;) y ¢(x) = (). 0
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Lema 4.3.8 Si (G, T) es un grupo topoldgico, entonces Gt = (G,77) es localmente
€asi-Cconvero.

7’ . . A
DEMOSTRACION: El grupo (G, 7") puede identificarse a un subgrupo de TE". Te-
niendo en cuenta que los grupos compactos son localmente casi-convexos y asimismo
lo son sus subgrupos, tenemos que (G, 71) es localmente casi-convexo. 0

En analogia con los espacios vectoriales topoldgicos ([58] 18.4(4)), tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 4.3.9 Sea (G,7) un grupo topolégico y sea 7' una topologia de grupo
en G tal que:

1. <1

2. T tiene una base de entornos de cero T'-cerrados

Si B C G es 7'-completo, entonces B es T-completo.

DEMOSTRACION: Sea {Z4}aca una red en B C G que es de Cauchy en 7. En
particular, {zs}aca es de Cauchy en 7/. Por tanto converge en 7/ a un = € B.
Dado ahora V' € B;(0), podemos tomarlo 7/-cerrado y consideramos ag € A tal que
To —x3 €V, Vo, > ap. Fijamos a y tenemos que x, —x € V ya que z, — T es
7/-limite de la red {z, — 23}gea. Como ésto es cierto para todo o > g, {Za}taca
estd eventualmente en x + V', luego =, — . 0

Proposicion 4.3.10 Si G es un grupo localmente casi-convezxo, todo subconjunto

completo en la topologia de Bohr, es completo en la topologia dada.

DEMOSTRACION: Basta aplicar la Proposicién 4.3.9, teniendo en cuenta que si G
es localmente casi-convexo, tiene una base de entornos débilmente cerrados (i.e.
cerrados en la topologia de Bohr). O

Lema 4.3.11 ([30] Teorema 3.7.)
Sea G un grupo topoldgico, entonces:

1. El grupo dual de (G,w(G,T'G)) es I'G.
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2. Si I'G separa puntos de G, cada cardcter continuo de (I'G,w(I'G,Q)) es la
evaluacion en algin punto de G, i.e. el dual de (I'G,w(I'G,G)) se puede
identificar algebraicamente con G.

La identificacién del Lema 4.3.11(2) es también topoldgica en algunas clases de
grupos:

Lema 4.3.12 Si G es un grupo localmente casi-convexo, metrizable y completo, el
dual X = (I'G,w(T'G,G))" es topoldgicamente isomorfo a G.

DEMOSTRACION: Por el Lema 4.3.11(2), X se identifica algebraicamente con G. Sea
K C I'G un w(I'G, G)-compacto, por la Proposicién 3.1.12, K es equicontinuo. Ya
que °K se puede identificar con K° N ag(G), tenemos que cada entorno de 0 en X
es entorno de 0 en G (Lema 3.1.5).

Reciprocamente, si V' es un entorno de 0 casi-convexo en G, V° es w(I'G,G)-
compacto y V = °(V?) es entorno de 0 en X. 0

4.4 Otras propiedades de las aplicaciones ag y aga

Proposicion 4.4.1 Sea G un grupo topolégico con ag continua. Entonces:

a) Siagn es continua y ag(G) C G es denso, G" es reflexivo.

b) Siag es sobre, agnr es sobre y abierta.

DEMOSTRACION: Observemos que aga es inyectiva por ser G” localmente casi-
convexo. Si a¢ es continua podemos considerar su dual ag, que es también con-
tinua y se verifica agags = idgr, ya que Vo € G y Vo € G, ag(agr(p))(z) =
agr(p)(ac(z)) = ag(z)(p) = ¢(z).

A
. e e (e7e] AN
a) Consideremos la composicion G —% GN =5 GMA. Veamos que

(agrad)(E)ac(@) = &ac(c)s para todo & € GM. En efecto, sea © € G,
(acna) (©)(ac(®)) = aa(@)(@b(€)) = ab(€)(x) = &(ag(z)). Entonces, las
aplicaciones continuas (agrag)(§) y € toman los mismos valores en el subcon-
junto denso o (G) y por tanto coinciden. Es decir, agrag = idgarn. Luego
agn es biyectiva y tiene inversa continua, con lo que es también abierta.
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b) Si ag es sobre, se obtiene mds facilmente que en el apartado a) que agrag =
idgann. Para probar que agy es abierta, basta tener en cuenta que G es

localmente casi-convexo.
O

Los grupos nucleares fueron introducidos por Banaszczyk en [8]. La clase de los
grupos nucleares contiene a los espacios nucleares localmente convexos y a los grupos
localmente compactos. Ademads, es una clase cerrada por productos arbitrarios,
sumas numerables, subgrupos y cocientes de Hausdorff. También la compleccién de
un grupo nuclear es nuclear ([5] 21.4) y el dual de un grupo nuclear metrizable es
nuclear ([5] 20.30). Sin embargo, el dual de un grupo nuclear no siempre es nuclear.
Todo grupo nuclear es localmente casi-convexo ([8]) y respeta compacidad ([11]).

Proposicion 4.4.2 Si G es un grupo nuclear que no es precompacto, qg+ no es
continua.

DEMOSTRACION: Siempre se verifica 'GT = I'G. Adem4s, en este caso, por ser G
nuclear, G y G tienen los mismos compactos ([11]), por lo que (GT)" = G, y en
consecuencia ag(G) = ag+ (GT).

Supongamos que ag+ es continua y llegaremos a una contradiccion.

Por ser G y G localmente casi-convexos, ag y ag+ son inyectivas y abiertas en
la imagen. Considerando el siguiente diagrama commutativo, donde ¢d y ag+ son
continuas,

id o+

o | | e+

ac(G) ag+(GT)

obtenemos que o+ es un encaje isomoérfico, luego 7 = 71 y esto no es posible ya
que G es siempre precompacto y estamos suponiendo que G no lo es. 0

Observemos que la Proposicién 4.4.2 da muchos ejemplos de grupos para los que
no es continua la aplicacion candnica en el bidual. Destacamos ag+, ag+, az+ y
cualquier ay+ para X localmente compacto, no compacto. Observemos también
que GT es un grupo nuclear para cualquier G. Obtenemos por tanto un elenco de
grupos nucleares que estan en ese caso.

Proposicion 4.4.3 agr continua, no implica ag continua.



4.5. PROPIEDADES DE LA EVALUACION 93

DEMOSTRACION: Sea X un grupo localmente compacto, no compacto. Consider-
amos G := X1 = (X,71), el grupo con su topologia de Bohr. Los duales (X)" y
X" coinciden algebraicamente y topoldgicamente ya que por el teorema de Glicks-
berg X y X tienen los mismos subconjuntos compactos. X’ es localmente com-
pacto, luego ax+)n es continua. Sin embargo, aplicando la Proposicién 4.4.2 a X
que es nuclear por ser localmente compacto y no es precompacto, tenemos que o x+
no es continua. 0

4.5 Propiedades de la evaluacién

Sea G un grupo topolégico. Denotaremos por e v egn, las respectivas evaluaciones
canénicas de G y G*,

eq:G"xG—=T y egr:G™M xGN =T

y sean g € Gy xo € G los caracteres tales que ¢o(g) = 1 para todo g € G y
Xo(&) = 1 para todo £ € G".

En [63] y [82] se estudia la relacién entre la continuidad de la evaluacién y la
compacidad local, resultados que aqui vamos a utilizar.

Teorema 4.5.1 ([63]) Si G es un grupo topolégico reflexivo, entonces son equiva-
lentes:

a) eg es continua

b) G es localmente compacto

Corolario 4.5.2 ([63]) Si ag es un encaje isomdrfico, entonces son equivalentes:

a) eg es continua

b) G" es localmente compacto

Ademds, si se verifican estas condiciones, ag(G) es denso en GM.

Teorema 4.5.3 ([82]) Si G es un grupo topoldgico, son equivalentes:
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a) e es continua en (pg,0)
b) eq es continua

c) ag es continua y G" es localmente compacto

Corolario 4.5.4 ([82]) Si G es un grupo topoldgico tal que ag es inyectiva y abierta,
entonces son equivalentes:

a) eq es continua

b) G es localmente compacto

Sin embargo, en 4.5.4 no se puede debilitar la condicién a¢ abierta requiriendo
Unicamente o abierta en la imagen, como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.5 El grupo G = Q no es localmente compacto, sin embargo Q" = R
es localmente compacto. Por otra parte, ag es inyectiva y abierta en la imagen por
ser Q localmente casi-convero y es continua por ser Q un espacio métrico. Luego
eq es continua (Corolario 4.5.2). Y asi, ag es un encaje isomorfico, aunque no es
sobre, ni abierta (Corolario 4.5.4).

Esta situacion se repite en cualquier grupo localmente casi-convexo, no local-
mente compacto, con eg continua.

Proposicion 4.5.6 Sea G un grupo topoldgico localmente casi-convexo que no es
localmente compacto. Si eq es continua, entonces ag:G — G no es sobre ni
abierta. Sin embargo es abierta en la imagen, ag: G — ag(G) C GM.

DEMOSTRACION: Sabemos que ag es continua por serlo e y es inyectiva y abierta
en la imagen por ser G localmente casi-convexo.

Si i fuese sobre, G seria reflexivo y por el Teorema 4.5.1 serfa localmente compacto.
Si a¢ fuese abierta, GG seria localmente compacto por el Corolario 4.5.4. 0

Corolario 4.5.7 Si egr es continua y G no es localmente compacto, agr(G") es
un subgrupo denso de G\ distinto del total.
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DEMOSTRACION: Con la hipétesis de ega continua se obtiene que aga es continua
y, por tanto, es un encaje isomérfico, ya que G” es siempre localmente casi-convexo.
Aplicando el Corolario 4.5.2 tenemos que G es localmente compacto y ags (G”)

G/\/\/\

es denso en que también es localmente compacto y, por tanto, contiene estric-

tamente a agr(G”) que no lo es. 0

Proposicion 4.5.8 Sieq es continua, egr también lo es. La reciproca no es cierta.

DEMOSTRACION: Por el Teorema 4.5.3, G es localmente compacto y egr es con-
tinua.

En la demostracion de 4.4.3 se da un ejemplo de una clase de grupos G para los que
egr es continua (por ser G" localmente compacto) y ni g, ni por tanto eg, son
continuas. 0

Proposicion 4.5.9 Si ag es continua, entonces son equivalentes:

a) eq es continua

b) egn es continua

DEMOSTRACION:

a) = b) Se cumple siempre, por la Proposicién anterior.

b) = a) Sea U € Bp(1), por ser egr continua, existen VX0 € Bgan(xo) y V¥° €
Banr(po) tal que ega (VX0 x V¥0) C U. Por otra parte, al ser ag continua,

existe V' € B (0) tal que ag(V) C VX0 yasi e(V¥ x V) C U. -

Corolario 4.5.10 Si eg es continua, entonces ag Y agr Son continuas.
El reciproco no es cierto. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.5.11 Sea G un grupo reflexivo, no localmente compacto. Entonces G"
es también reflexivo y ag y agr son continuas. Sin embargo eq no es continua ya
que G" no es localmente compacto (Corolario 4.5.2).

Por el mismo motivo eqgn no es continua.
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4.6 Modificacion localmente casi-convexa de una
topologia de grupo

Lema 4.6.1 Sea (G,7) un grupo topoldgico. Las envolturas casi-convezas de los
entornos de cero en (G, T) constituyen una base de entornos de cero de una topologia
de grupo T, en G. Ademds, T. es menos fina que T.

DEMOSTRACION: Definimos la topologia 7. en G' tomando como base de entornos
de cero la familia Q@ = {Q(V) | V € B(g,7)(0)}. Entonces:

e 7. es una topologia de grupo. Por ([19] Cap.III §1.2), es suficiente probar:
— Q # () y es una base de filtro, ya que Q(V4; N V3) C Q(V1) N Q(V2) para
todo V1, V2 € B(g,7)(0) (Proposicién 4.1.3 (i)).
— Para cada Q(V) € Q existe U € Bg,)(0) tal que U +U C V y por
Proposicién 4.1.3 (iii) Q(U) +Q(U) C QU +U) C Q(V).
— Cada Q(V) es simétrico (Proposicién 4.1.3 (iv)).

e . <TyaqueVCQWV) VYV € Bg(0).

Proposicién 4.6.2 Sea (G,7) un grupo topolégico, entonces:

a) La topologia de Bohr, 7T, satisface T+ < 7,
b) I'(G,7.) =T(G,7)
c) Te es localmente casi-convera

DEMOSTRACION: Veamos 77 < 7.. Las intersecciones finitas de conjuntos de
la forma o~ '(B;1) con ¢ € T'(G,T), constituyen una base de entornos de cero
en (G,77). Es inmediato que dichos conjuntos son casi-convexos y por tanto
¢~ (B1) = Q¢ (B1)) € B, (0).

La topologia de Bohr y la del grupo tienen el mismo dual, luego, como 7+ < 7, < 7,
los grupos (G, 7.) y (G, T) tiene también el mismo dual.

Entonces, Q- (S) = Q,(S), para todo subconjunto S C G, y 7. es localmente casi-
convexa por su definicion. 0

Observemos que si (G, 7) tiene suficientes caracteres continuos, entonces 7 es
de Hausdorff y asi también lo es 7.
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Corolario 4.6.3 Sea (G, 7) un grupo topoldgico, entonces:

a) Te es la topologia mds fina de las topologias de grupo, localmente casi-convezas,
menos finas que T.

b) Si (G, T) es localmente casi-convexo, T = T,.

DEMOSTRACION:

a) Veamos que T, es la mds fina con esas condiciones. Sea 11 otra topologia de
grupo localmente casi-convexa tal que 7 < 7. Sea V un entorno casi-convexo
de cero en 1. En particular, V es entorno de ceroen 7y Q- (V) C Q- (V) = V.
Por tanto V' contiene un entorno de cero de 7.

b) Se deduce de a). -

A la topologia 7., definida en un grupo (G, 7), la denominaremos topologia local-
mente casi-convexa asociada.

En [30] se demuestra que toda topologia localmente casi-convexa, en un grupo
G, es la topologia de la convergencia uniforme en los conjuntos de una adecuada
familia & de I'G (&-topologia). La topologia de Bohr, 7, es la S-topologia de los
subconjuntos finitos de I'G, es por tanto la topologia localmente casi-convexa menos
fina compatible con la dualidad.

Proposicién 4.6.4 Sea (G,7) un grupo topoldgico, 1. es la S-topologia de la fa-
milia de todos los subconjuntos equicontinuos de I'G.

DEMOSTRACION: Tenemos que ver que los entornos de cero en 7, son precisamente
los polares de los equicontinuos de I'G.

SiV € Bg(0), VO C I'G es equicontinuo. Por tanto, todo entorno bésico de cero en
Te, Q(V) = °(V?), es el polar de un equicontinuo.

Si H C I'G es equicontinuo, entonces existe U € Bg(0) tal que H C U° y asi, °H D
°(U°) = Q(U), el polar de todo equicontinuo de I'G' contiene un entorno de cero en

Te- 0

Veamos que si un cociente de un grupo G es localmente casi-convexo, su topologia
coincide con la topologia cociente de la topologia casi-convexa asociada a G.
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Proposicién 4.6.5 Si H es un subgrupo cerrado de (G,7) y G/H es localmente
casi-convero, entonces T g = (Te)q/H-

DEMOSTRACION:

C) e <71 = (Te)e/u < Ta/H

D) Sea V € 7/ un entorno de la clase [0], entonces p~*(V) € 7. Ya que G/H
es localmente casi-convexo, existe un entorno casi-convexo de cero W C V.

Luego p~ (V) 2 p~ ' (W) = Q(p~ (W) (Lema 4.1.5) y V € (7e)a/u- -

Teorema 4.6.6 Sea (G,7) un grupo topoldgico de Hausdorff con suficientes carac-
teres continuos. Si H es un subgrupo compacto de (G,7) y G/H es localmente
casi-convezo, entonces G es localmente casi-convezo.

DEMOSTRACION: Veamos que T\g = Te|m- En general, si H es un subgrupo cerrado
de G tenemos que T.|y es localmente casi-convexa y Te|g < (Tjg)e < 7. Si
H es localmente casi-convexo, entonces (7|z)e = 7. Con la hipétesis adicional
de H compacto, se obtiene la otra igualdad teniendo en cuenta que la identidad
id: (H,7fr) — (H,Te|g) es un homeomorfismo.

Por otra parte 7,y = (7e)q/u (Proposition 4.6.5).

Asi, como 7 y 7. coinciden en el subgrupo H y dan la misma topologia cociente
en G/H, por [35](Lemma 1), 7. = 7. 0

En el caso particular de un espacio vectorial topolégico tenemos el siguiente
resultado:

Proposicién 4.6.7 Sea (E,T) un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff con su-
ficientes funcionales lineales continuos. Si H es un subespacio finito dimensional de
(E,7) y E/H es localmente casi-convezo, entonces E es localmente casi-convezo.

DEMOSTRACION: Sea 7, = w(F, E*), la topologia débil de E respecto a los fun-
cionales lineales continuos de (E, 7). Aplicando el Lema 4.3.3, (E,7,) es un grupo
localmente casi-convexo. Asi 7, < 7. < 7. En el subespacio finito dimensional H,
la topologia débil 7,y coincide con 7. Entonces 7y = 7¢|y. Y el resto de la
demostracion es analoga a la del Teorema 4.6.6. 0
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Observacion 10 En el marco de los espacios vectoriales topoldgicos, la convexidad
local no es una propiedad de tres espacios. FExiste un espacio vectorial topoldgico
metrizable, separable y completo, no localmente convero X que contiene un subes-
pacio M de dimension 1 tal que X/M es linealmente isomorfo a ly, el espacio de
Banach de las sucesiones absolutamente sumables de niumeros reales ([50] pag.82 y
Theorem 5.13).

Observacion 11 En el contexto de los grupos topoldgicos, la “casi-convexidad local”
no es tampoco una propiedad de tres espacios, basta considerar el ejemplo de la
Observacion anterior y aplicar el Lema 4.3.3.

Cuestién 1 ;Se verifica el Teorema 4.6.6 para un subgrupo H localmente compacto?
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Capitulo 5

Analogias entre espacios vectoriales
topoldgicos y grupos topoldgicos

Una subclase notable de grupos topoldgicos abelianos son los espacios vectoriales
topolégicos. Como dichos espacios han sido muy estudiados en la literatura es
natural preguntarse qué propiedades de éstos pueden generalizarse a grupos y qué
propiedades no admiten una expresién analoga.

Consideramos a partir de ahora espacios vectoriales sobre R. En grupos el objeto
dualizante serd T en lugar de R; el papel de las formas lineales (continuas) lo juegan
los homomorfismos (continuos) en T.

Damos dos ejemplos de propiedades de espacios vectoriales topoldgicos que no
se traducen directamente a grupos.

1. Si f es una forma lineal continua de un espacio vectorial topolégico E, ker f
es un subespacio cerrado propio maximal (de codimensién 1). Sin embargo, si
x:G — T es un homomorfismo continuo de un grupo topoldgico G, ker x es
un subgrupo cerrado que puede no ser maximal, como se desprende tomando
G =Ty x(z) = 2". Las raices n-ésimas de la unidad, S, constituyen el
nicleo de y, y tomando m un miltiplo de n, S,, D S,.

2. Si se considera como “grupos andlogos” a los espacios vectoriales de dimension
finita, los grupos localmente compactos, tenemos que mientras que toda forma
lineal en los primeros es continua, sin embargo, en todo grupo localmente
compacto no discreto existen caracteres continuos y otros no continuos ([46]).

101
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Veamos la relacién entre el espacio vectorial de las formas lineales, Lin(E,R), de
un espacio vectorial topolégico E, y el grupo de caracteres Hom(FE,T). El paso de
unas a otros es algo natural teniendo en cuenta que R es la cubierta universal de T.
Es decir, si designamos por p: R — T la proyeccién recubridora, a toda forma lineal
f le corresponde el cardcter pf. Designaremos por Tg: Lin(E,R) — Hom(E,T) a
la aplicacién definida por Tr(f) = pf = exp(2mif).

Lema 5.0.1 La aplicacion Tgr es un homomorfismo de grupos, inyectivo y ¢ €
Im(Tg) si y solo si ¢|L es continuo para todo subespacio L C E de dimension 1.

DEMOSTRACION: Estéd claro que Tg es un monomorfismo de grupos, veamos la
ultima afirmacién.

Sea ¢ = Tgr(f) para algin f € Lin(E,R). Si L C E es un subespacio de dimensién
1, fi es continuo y ¢, es también continuo.

Reciprocamente, sea ¢ € Hom(E, T) y sea a € E. Denotaremos por [a] el subespacio
generado por a. Ya que [, es continuo, existe un niimero real 7, tal que ¢, () =
e2mra® - Definimos f: E — R por superposicién de todas las aplicaciones definidas
en los subespacios de dimensién 1. Claramente f(Aa) = Af(a). Veamos que f(a)+
f(b) = f(a+b). Paratodo a,b € E, p(a)p(b) = p(a+b) = f(a)+f(b)— f(a+b) € Z.
Entonces, para todo A € R, A(f(a)+f(b)— f(a+b)) = f(Aa)+f(Ab)— f(A(a+Db)) € Z
= (@) + () — fla+b) 0. .

Asi también, un espacio vectorial topolégico E admite dos duales estandar, como
espacio vectorial y como grupo. El primero, E* = CLin(E,R), consta de todas
las formas lineales continuas y el segundo, 'E' = CHom/(E,T), de los caracteres
continuos. El paso de unas a otros es algo natural teniendo en cuenta que R es
la cubierta universal de T. A toda forma lineal continua f € E* le corresponde el
caracter continuo pf y reciprocamente.

Corolario 5.0.2 La aplicacion Tg: E* — T'E es un isomorfismo algebraico de gru-
POS.

La topologia débil de E, w(FE, E*), es la topologia en E generada por E*. Si
E* # {0}, w(E, E*) es més fina que la topologia de Bohr w(E,T'E), no coincidiendo
con ella ni siquiera para el caso E = R. En efecto, (R,w(R,T'R)) es un grupo total-
mente acotado, mientras que (R,w(R,R")) coincide con R dotado de la topologfa
usual.
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Constatamos a continuacion las relaciones que existen entre los polares de sub-
conjuntos de espacios vectoriales, considerados en el espacio vectorial y en el grupo.

Sean A C EF'y B C E* dos subconjuntos no vacios. Denotaremos los polares
por:
AP ={fe E*:|f(x) <1,Vo € A}

BY:={z € E:|f(x)| <1,Vf e B}

Usamos esta notacion, poco corriente, puesto que queremos establecer la distincién
entre los conjuntos polares definidos en espacios vectoriales y los definidos en grupos.

Un subconjunto A de un espacio vectorial E se dice que es equilibrado si tA C A
para todo t € R con |t| < 1. Los subconjuntos A y B< son equilibrados y convexos.

Denotaremos por e(A) a la envoltura equilibrada y por co(A4) a la envoltura
convexa.

e(A) ={ x|z e AN <1}

co(A) = {Zaixi |, € A,y > O’Zo‘i =1}

La envoltura convexa y equilibrada de A es:

co(e(A)) = {Z oz | T € A,Z || <1}

Observemos que co(e(A)) # e(co(A)) y que la envoltura convexa de un subconjunto
equilibrado es equilibrada.

En lo que sigue utilizaremos el Teorema bipolar que, como es sabido, es conse-
cuencia del Teorema de Hahn-Banach: Para cualquier subconjunto A de un espacio
localmente convexo E, el bipolar (A%)? es la envoltura w(E, E*)-cerrada, convexa y
equilibrada de A U {0}. De él se obtienen las siguientes relaciones entre los polares
de un subconjunto de un espacio vectorial topoldgico, considerando éste como grupo
0 como espacio vectorial.

Proposicién 5.0.3 (/30] Proposicion 1.11)
Sea E un espacio vectorial topoldgico y sean A C E y B C E* subconjuntos no
vacios, entonces:

a) Tg((4A)") C A°
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b) (4B)* C °(Tr(B))
c) (A7)% 2 °(4°%)

d) (*(Te(B)))* € Te((BY)").

Ademds, si A es equilibrado, se verifica la igualdad en a) y ¢) y, si B es equilibrado,
se verifica la igualdad en b) y d).

5.1 Espacios vectoriales localmente convexos

Un aspecto que conviene tener en cuenta para nuestro estudio posterior es la distin-
cién entre lo que se suele llamar en la literatura espacio vectorial reflexivo y lo que
es para nosotros un espacio vectorial reflexivo en sentido Pontryagin que especifi-
caremos mas adelante.

Un espacio vectorial topoldgico reflexivo es localmente convexo. Como es sabido
la topologia de un espacio localmente convexo viene definida como la topologia de
la convergencia uniforme en una familia adecuada, &, de subconjuntos del dual o
del predual ([78]).

Entre las topologias localmente convexas mas destacadas de E* se suelen estu-
diar:

1. la topologia de la convergencia uniforme en la familia & de los conjuntos finitos
de E, w(E*, E) o topologia de la convergencia puntual,

2. la de la convergencia uniforme en la familia & de los compactos de E, que
coincide con la topologia compacto-abierta,

3. la topologia de la convergencia uniforme en la familia & de los subconjuntos
absolutamente convexos, débilmente compactos de E, que suele denominarse
la topologia de Mackey,

4. la topologia de la convergencia uniforme en la familia & de los acotados de F

o topologia fuerte.

Al espacio E* dotado de estas topologias lo denominaremos respectivamente EJ,
E*

vor £7,y Ep. Y, siguiendo la literatura, llamaremos en general Eg al dual de un
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espacio vectorial topoldgico F, dotado de la topologia de la convergencia uniforme
en los conjuntos S de una familia G de subconjuntos de E ([78]).

Al hablar de reflexividad en la teoria de espacios vectoriales, la topologia con-
siderada en el dual y en el bidual es la topologia de la convergencia uniforme en
los acotados. Es decir, un espacio localmente convexo F es reflerivo si la aplicacion
canonica jg: E — (Ej)} es un isomorfismo topolégico. Sin embargo, por las razones
que exponiamos en la introduccién del Capitulo 3, al considerar un espacio vecto-
rial en su estructura aditiva, la topologia que destacamos en el dual es la topologia
compacto-abierta. Asi, diremos que un espacio E es reflexivo en el sentido Pontrya-
ginsi Jg: E — (E})?, es un isomorfismo topolégico. Esta definicién es equivalente

a decir que E considerado como grupo topoldgico es reflexivo, como se deduce del
siguiente resultado:

Proposicién 5.1.1 (/80], [8])
La aplicacion Tg: E* — T'E definida por Tg(p) = pe es un isomorfismo topoldgico,
si B* y I'E estan dotados de las respectivas topologias compacto-abiertas.

La Proposicién 5.1.1 no se verifica para todas las topologias definidas por con-
vergencia uniforme en familias de conjuntos de E. Por ejemplo, si G es la familia de
todos los subconjuntos finitos de F, las G-topologias en E* y en I'E que podemos
denominar débil, w(E*, F) y w(T'E, E), en E* y en I'E respectivamente, nos dan
una aplicacién Tg: E), — I', E que es continua y no es abierta.

Lema 5.1.2 Sea (E,T) un espacio localmente convexo y & una familia de conjuntos
acotados, converxos, cerrados y equilibrados, recubriendo E tal que {0} ¢ G.

i) Six:E — T esun cardcter con restriccion continua en cada S € &, entonces
X|L es continuo para todo subespacio vectorial L C E de dimension 1.

i1) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Todo cardcter con restriccion continua en cada S € S, es continuo.

(b) Toda forma lineal con restriccion continua en cada S € S, es continua.

DEMOSTRACION:

i) Sea x : E — T un carécter con restriccién continua en cada S € G ysea L C E
un subespacio de dimension 1. Por ser x|, un caracter, basta demostrar que
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es continuo en el 0. Para S € G, X|LnS = (X\S)|LmS es continuo. Entonces,
Ve > 0, existe un entorno equilibrado de 0 en L, U C LN S, tal que |x|zns(x) —
1| <'¢, para todo x € U. Asf también |xz(z) — 1| < ¢, para todo x € U.

i)

(a) = (b) Sea f : E — R una forma lineal continua en cada S € G, entonces el
cardcter x = exp(2wif) es continuo en cada S € &, Por (a), x es continuo
y entonces la forma lineal f es continua por ser la elevacién de un caracter

continuo.

(b) = (a) Sea x : E — T un carécter con restriccién continua en cada S € G. Por
i), la restriccién de x a subespacios uno dimensionales es continua y, por
el Lema 5.0.1, existe una forma lineal f : E — R tal que exp(27mif) = x.
Veamos que f es continua:
Para todo S € & y para todo € > 0, existe un entorno equilibrado de
0 tal que |exp(2mif(z)) — 1| < €/2 para todo x € S NU. Entonces
lexp(2mitf(z)) — 1| < €/2, para todo |t| < 1, y por tanto |f(x)| < e. Asi,
la restriccién de f a cada elemento de & es continua y, por (b), f es

continua en F. Entonces exp(2mif) = x es continuo. 0

5.2 Elevaciéon de caracteres de un grupo

Sea G un grupo topoldgico, consideramos el grupo de caracteres reales continuos,
CHom(G,R), y nos planteamos cuando la aplicacién Tg: CHom(G,R) — T'G es
biyectiva, i.e. cuando los caracteres continuos de GG se pueden elevar a caracteres
reales continuos.

Para este estudio nos hemos basado en el siguiente resultado de Nickolas ([67]):

Si G es un k-espacio, entonces la componente conexa por caminos de la (55)
kk

identidad en G” es la unién de todos los subgrupos uniparamétricos de G”.
Por subgrupo uniparamétrico de G se entiende la imagen de R por un homomorfismo

continuo de R en G.

Hemos visto que todo cardcter continuo de un espacio vectorial topoldgico se
eleva de forma unica a una forma lineal continua (Corolario 5.0.2). Demostraremos
ahora que en grupos tenemos una propiedad equivalente si el grupo y su dual cumplen
ciertas condiciones.
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Las dos Proposiciones siguientes estédn esencialmente en la demostracién de (**)
como se encuentra en [67], las damos aqui con detalle y enunciadas convenientemente

para su aplicacién posterior.

Proposicion 5.2.1 Sea G un grupo topolégico tal que G es un k-espacio y su dual
G es conexo por caminos. Entonces todo homomorfismo continuo ©:G — T se
eleva a un homomorfismo continuo p:G — R tal que pp = ¢, siendo p: R — T la
proyeccion recubridora.

DEMOSTRACION: Sea ¢:G — T un cardcter continuo. Definimos un camino en
G que una el homomorfismo nulo vy y ¢, es decir, sea f:[0,1] — G una apli-
cacién continua tal que f(0) = vy y f(1) = ¢. Entonces f induce una homotopia
F:. [0,]]xG — T .

(t.g)  — filg) = (f(V)(9)

Claramente F' es una aplicacién bien definida, siendo fo(g) =1 € Ty fi(g) =
©(g), para todo g € G. Para ver la continuidad de F, basta demostrar que Floxx
es continua para todo subconjunto compacto K C G, ya que, por ser G un k-espacio,
también lo es [0, 1] x G. Sea {(ta,ga) : @ € A} una red en [0, 1] x K, convergente a
(t,g). Por ser f continua y t, — t, f;, es Te,-convergente a f;, que es también un
caracter continuo. Hay que ver que f;, (9o) — fi(g). Sea W un entorno cerrado de
1 en T. Por una parte g, — g = fi(9a) — fi:(g9) y podemos encontrar oy € A tal
que fi(ga) € fr(g)W para todo o > . Asi, S :={gq : @ > o} C K es compacto
v fi € (S, fi(9)W). Por otra parte, f;, < f; implica que existe a; de A tal que
fto € (S, ft(9)W) para todo o > «v1. Luego fi,(ga) € fi(g)W para todo o > ay, 1.

Denotamos por 9: {0} x G — R el carécter real nulo en {0} x G. Por ser p la
proyeccion recubridora, existe una homotopia H que hace commutativo el siguiente
diagrama:

{0} x G 4,
| H/ p
01 xG & T
ie. pH = F'y Hjjoyxg = ¥ ([81] Chap.2 sect.2 Th.3).

Veamos ahora que para cada s € [0,1], H3xc es un homomorfismo. Sean
91,92 € G, definimos una aplicacién 6:[0,1] — R mediante la formula &(s) =
H(s,g1) + H(s,g2) — H(s,g1 + g2). Claramente & es una aplicacién continua
que es una elevacién de la aplicacién continua o:[0,1] — T definida por o(s) =
F(5,91)F(s,92)F(s,g1 + g2)~'. Pero F(s,g) = fs(g9), Vg € G, y fs € G" es un
homomorfismo, entonces o(s) = 1 € T para todo s € [0,1]. Luego, & es una
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elevacién del camino constante eg: [0,1] — T . El camino constante a cero
s - 1
ho: [0,1] — R es también una elevaciéon de o con el mismo origen que hy ya
s — 0

que 5(0) = H(0, g1)+H (0, g2)—H(0, g1+92) = ¥(0, g1)+1(0, g2) = (0, g1+g2) = 0 =
ho(0). Finalmente, por la propiedad de p de unicidad de elevaciones ([81] Chap.2
sect.2 Th.5), obtenemos 0 = ho(s) = a(s) = H(s,g1) + H(s,92) — H(s,91 + 92),
Vs € [0, 1].

Ahora podemos definir una elevacién de ¢, 9:G — R, por ¢(9) = H(1,9).

Observaciéon 12 Para el grupo subyacente a un espacio vectorial topoldgico, la
propiedad de elevacion de caracteres continuos de la Proposition 5.2.1 se puede de-

mostrar mediante el isomorfismo entre E y E* | ya mencionado. Esto nos dice que

co
la hipotesis de que G sea k-espacio en la Proposicion anterior, no es una condicion
necesaria, ya que existen espacios localmente converos que no son k-espacios (cfr.

[5] Corollary 8.12).

Era conocido por Dixmier (see [48] pp.393) que, para un grupo localmente com-
pacto G, la condicién de que todo carédcter continuo en G se pueda elevar a un
carécter real continuo es equivalente a que su dual G” sea la unién de sus subgrupos

uniparamétricos.

Proposicion 5.2.2 Si un grupo topolégico G verifica que todo homomorfismo con-
tinuo de G en T se puede elevar a un homomorfismo continuo de G en R, entonces

G es la union de sus subgrupos uniparamétricos. Ademds G es divisible.

DEMOSTRACION: Sea ¢ € G”*. Denotamos por ¢: G — R al homomorfismo continuo
tal que pp = ¢. Definimos ¥:R — CHom(G,R) por (r) = rg:g — - (4(9)),
Vr € R. Claramente 9 es un homomorfismo continuo. Si Tg:CHom(G,R) —
CHom(G, T) = G” denota la aplicacién exponencial, Tgy) € C Hom(R, G") verifica
(Te)(1) = pp = . Asi, ¢ € Te(R) y esto significa que G” es la unién de sus
subgrupos uniparamétricos.

Para probar la tltima afirmacién, supongamos G = U{{(R) <
CHom(R,GM)}, y sean ¢ € G" y n € N. Existe ¢ € CHom(R,G") y r € R,
tal que &(r) = . El cardcter £ ( ) verifica n& (%) = . n

r
n
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Observacion 13 Un grupo topoldgico que sea la union de sus subgrupos uni-

pardmetricos debe ser conexo por caminos. Asi pues, en la Proposicion 5.2.1, la

conezion por caminos de G™ no se puede eliminar.

Usando ahora estos resultados tenemos:

Teorema 5.2.3 Si G es un grupo topoldgico, metrizable, reflexivo y conexo por

caminos, entonces:

a)

b)

Todo cardcter continuo p: G — T se eleva a un cardcter continuo real
(i.e. 3p: G — R tal que pp = @)

FEziste una biyeccion entre los conjuntos C Hom(G", T) y CHom(G",R)

c) G es la union de sus subgrupos uniparamétricos

d) G es divisible

DEMOSTRACION:

2)

Si G es metrizable, G es un k-espacio ([28]). Por ser G reflexivo, (G")" es
topolégicamente isomorfo a G y, por tanto, conexo por caminos. Aplicando
la Proposicién 5.2.1, todo cardcter continuo ¢: G — T se puede elevar a un
caracter real continuo ¢: G — R tal que pp = .

Por tener la proyeccién recubridora la propiedad de unicidad de elevacién de
caminos ([81] pp.69, 2nd. paragrph), toda elevacién @ de ¢ € CHom/(G",T),
tal que $(r9) = 0 € R debe coincidir con . Entonces, la correspondencia
¢ — @ es una aplicacién inyectiva (si p,& € G” verifican ¢ # £ también
O F# 5) Y ademsés, todo cardcter real continuo h: G — R es la elevacién de
ph € G".

Aplicamos la Proposicién 5.2.2, teniendo en cuenta que se verifica a) y que G
es topolégicamente isomorfo a G/".

G es divisible por ser la unién de sus subgrupos uniparamétricos (Proposi-

cién 5.2.2).
O

Como consecuencia de este Teorema se obtiene la no reflexividad del grupo
L2]0,1].



110 CAP{TULO 5. ANALOG{AS ENTRE ESPACIOS VECTORIALES Y GRUPOS TOPOLOGICOS

Sea L2[0,1] el espacio vectorial de las clases de funciones reales medibles f tal
que || f|:= (fol |£(t)|?dt)'/? < co. El espacio L?[0,1], dotado de la norma || || es
un espacio de Hilbert. Consideramos ahora L2[0, 1] el subconjunto de las clases de
funciones de L2[0, 1] que toman valores enteros. Evidentemente, es un grupo respecto
a la suma puntual pero no es subespacio vectorial. Como subespacio topolédgico de
L?[0,1] es un grupo metrizable, localmente casi-convexo.

Proposicién 5.2.4 El grupo G = L2]0,1] no es Pontryagin reflexivo.

DEMOSTRACION: La demostracién se sigue de que G es contractil y, por tanto,
conexo por caminos. Por ser G un grupo metrizable, si fuese reflexivo, podriamos
aplicar el Teorema 5.2.3, y entonces G seria divisible. Pero esto no es asi; si consi-
deramos la funcién f constante a 1, no existe g € L2[0,1] tal que 2g = f.

Para ver que L2[0, 1] es contractil consideramos la funcién caracteristica de [0, 1)

en [0,1], xjo,), ¥ la aplicacién F' L2[0,1] x [0,1] — LZ[0,1] que establece
(ft) —  X[0,1-¢t) f

una homotopia entre la identidad en LZ[0,1] y la aplicacién constante nula. En-

tonces, F' es una contraccién de L2[0, 1]. 0

Este resultado fue obtenido independientemente por L. AufBenhofer en [5], donde
calcula el dual de L2[0,1] que es precisamente L?[0,1], que a su vez es un grupo
autodual, llegando asi a la conclusion de que ag no es sobre.

5.3 Espacios vectoriales de convergencia

Es quizas en el contexto de los espacios vectoriales donde més aplicaciones tiene la
estructura de convergencia, y de donde han surgido las motivaciones para nuestro
estudio del tema. La expresion tan simple de que un espacio vectorial topolégico es
“reflexivo” (en un sentido que especificaremos mas adelante) si y s6lo si es localmente
convexo y completo [24], es especialmente sugerente.

En este apartado damos primero una sintesis de resultados conocidos, en los que
se apoyan nuestras aportaciones posteriores.

Si E es un espacio vectorial de convergencia, se suele designar por LF al conjunto
de las formas lineales continuas respecto a las estructuras de convergencia de F y
R. Si FE es topoldgico, E* = LE y usaremos indistintamente las dos notaciones.
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Se define el dual de convergencia L.E de un espacio vectorial topoldgico (o de
un espacio vectorial de convergencia) F, como el conjunto de las formas lineales
continuas, LF, dotado de la estructura de convergencia continua. Anédlogamente el
bidual de convergencia es L.L.E = L(LE).

Proposicion 5.3.1 Si E es espacio vectorial topolégico, entonces L.E es localmente
compacto y L LE es topologico.

DEMOSTRACION: Estas afirmaciones son resultados de Schroder. La primera esté
probada en [24] Satz 2 y la segunda en [17]. 0

Segiin comprueba Kutzler [60], en los espacios vectoriales de dimensién finita
coinciden todas las estructuras de convergencia -asi cémo todas las topologias- com-
patibles con la estructura lineal.

Es natural afirmar que un espacio vectorial de convergencia E es reflexivo si
la inmersién canénica Jp:E — L.L.E es isomorfismo de estructuras. En [25],
Butzmann denomina C-reflexivos a los espacios que verifican la citada condicién, y
comprueba que un espacio vectorial de convergencia E es C-reflexivo si y sélo si,
considerado como grupo (es decir, prescindiendo de la linealidad) es BB-reflexivo,
tal como lo hemos definido en el Capitulo 3.

En realidad ese resultado guarda una perfecta analogia con el caso en que E es

un espacio vectorial topolégico, y en E* = LFE se considera la topologia compacto-

*

*. es topoldgicamente isomorfo como

abierta y asimismo en el bidual. El espacio (E%))
grupo a B/, es decir al bidual de F considerado como grupo (cfr. Proposicién 5.1.1).
Este hecho se prueba en el trabajo de Smith [80], haciendo mencién a su vez a

resultados de Arens.

En conclusién, para un espacio vectorial (topolégico o de convergencia) E pode-
mos considerar dos duales de convergencia, como grupo y como espacio vectorial,
I'.Ey L.E, formados por caracteres continuos y por formas lineales continuas, res-
pectivamente, y dotados de la correspondiente estructura de convergencia continua.
A continuaciéon damos un Lema que establece la relacién entre ambos duales.

Lema 5.3.2 (/25])

Sea E un espacio vectorial de convergencia. Si p:RR — T designa la proyeccion
2mir

recubridora, definida por p(r) = €™, la aplicacion Tg: L.E — T.E definida por

Tr(p) = pp es un isomorfismo de grupos de convergencia.
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La topologia asociada a la estructura de convergencia continua, 75, definida y
estudiada en el Capitulo 2, nos va a permitir obtener propiedades relacionadas con
la completitud. Aunque ya Butzmann habia obtenido que L.L.F es la complecién
de F en el caso en que E sea un espacio vectorial topoldgico, no menciona que este
hecho deriva precisamente de la estructura de k-espacio de (L.E, 7p,).

Vamos a probar que para los espacios vectoriales topoldgicos, la topologia 74,
coincide con la “equicontinuous weak™”, también llamada en la literatura “almost

weak™”, que se define para espacios vectoriales localmente convexos.

Sea E un espacio localmente convexo. En E* consideramos la topologia mas fina
de todas aquéllas que coinciden con la débil w(E™*, E), en los equicontinuos. Dicha
topologia se denomina la equicontinuous weak* (ew*). Es invariante por traslaciones
y tiene una base de entornos de cero equilibrados y convexos, pero no se verifica en
general la continuidad de la suma ([78] IV,6.2). Por tanto no es una topologia
de espacio vectorial topoldgico. Si para algin espacio E se da la continuidad de
la suma, automaticamente es localmente convexa. Esto sucede por ejemplo, para
un espacio metrizable localmente convexo F, como afirma el teorema de Banach-
Dieudonné ([78] IV,6.3). En ese caso la topologia ew™ coincide con la topologia de
la convergencia uniforme en los precompactos de F.

Aunque la topologia ew™ se define en la literatura para los duales de espacios
localmente convexos, tiene sentido definirla también para duales de espacios vecto-
riales topoldgicos y tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.3 Sea E un espacio vectorial topoldgico. La topologia ew* en LE
coincide con la topologia asociada a la estructura de convergencia continua.

DEMOSTRACION: La demostracién se sigue de los Lemas 5.3.5, 5.3.6 y 5.3.7 que
damos a continuacion. 0

Lema 5.3.4 Para cada espacio vectorial topologico E, la topologia asociada a la
estructura de convergencia continua, Tp,, es de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de que la topologia compacto-abierta
en LE es de Hausdorff y es menos fina que 74,. O

Lema 5.3.5 Sea E un espacio vectorial topoldgico, (LE,Tp,) es k-espacio
topoldgico.
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DEMOSTRACION: Tener en cuenta las Proposiciones 5.3.1, 5.3.4 y 1.5.4. 0

Por otra parte tenemos:

Lema 5.3.6 Sea K C LE un conjunto Tqo-cerrado. Entonces K es equicontinuo si
y sélo si es A.-compacto.

DEMOSTRACION: Es totalmente andloga a 3.1.8. 0

Lema 5.3.7 Sea E un espacio vectorial topolégico. St H C LE es equicontinuo, en
H coinciden las siguientes estructuras de convergencia:

1. la asociada a la topologia compacto-abierta

2. la de la convergencia continua, A,

3. la asociada a la topologia T,

4. la asociada a la topologia débil w(E*, E).

, . Ac TAc Tco
DEMOSTRACION: Siempre se cumple — = —5 = —5 =

Por tanto, sélo tenemos que ver que toda red (§4)aca C H que es w(E* E)-

w(E*,E)
=

convergente a 0, también es A.-convergente a 0.

Tomamos (zg)gep C E convergente a x. Por ser H equicontinuo, para todo
W € Bg(0) existe V € Bg(0) tal que (V) € W, Yo € A. Como z3 — x con-
verge a 0, existe fy € B tal que 23 —x € V, V3 > . Por tanto, & (x5 —z) € W,
Va € Ay para todo [ posterior a cierto §y € B. De ahi deducimos que &,(z3) — 0.

O

Anteriormente comentamos que la topologia 75, no es localmente convexa en ge-
neral. Queremos estudiar si estda muy lejos de serlo. Sabemos que para una topologia
v definida en un espacio vectorial tiene sentido considerar la topologia localmente
convexa mds fina entre las menos finas que v (modificacion localmente convexade v)y
que, como toda topologia localmente convexa, puede definirse a través de una familia
de seminormas. En el caso de un espacio vectorial de convergencia procedemos
igualmente, como explicamos a continuacién, y veremos que si 7p, es localmente
convexa coincide precisamente con la modificacién localmente convexa de A..
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Sea (E,Z) un espacio vectorial de convergencia y P la familia de seminor-
mas continuas definidas en E. Para cada p € P y cada entero positivo n, sea
V(p,n) := {z : p(x) < 2} y B la coleccién de intersecciones finitas de conjuntos
V(n,p). Entonces, si P separa puntos, I3 es una base de entornos de cero equilibra-
dos, convexos y absorbentes, para una topologia localmente convexa de Hausdorff
en E, que denominaremos modificacion localmente convezxa de E ([76] 1.37).

Proposicion 5.3.8 Un espacio vectorial de convergencia E y su modificacion lo-

calmente convexa admiten el mismo dual, LE.

DEMOSTRACION: [38] Satz 11. 0

La modificacién localmente convexa 7; de un espacio vectorial de convergencia
(E,E), es la topologia localmente convexa més fina de todas las menos finas que la
—_ . . = Tl T
estructura =, es decir, se verifica xrn, — = = o, — * = T, — , para toda red
(Za)aca en E y para toda topologia 7 localmente convexa menos fina que Z.

Nos centraremos de nuevo ahora en el espacio dual LFE con la estructura de la
convergencia continua A.. Llamaremos £;F al espacio LE dotado de la modificacién
. Ac TAe Tl .

localmente convexa de A.. En general 7p, > 7, ie. — = — = — ysi
TA, €s localmente convexa, coincide con 7;. Sin embargo, en contra de lo que afirma
Beattie en [14], la modificacién localmente convexa de L.E no es en general la

topologia compacto-abierta. Damos a continuacién un ejemplo que lo demuestra.

Ejemplo 5.3.9 Sea E el espacio de Komura definido en [57] §5. E es localmente
convezo, reflexivo en sentido habitual (i.e. E es topoldgicamente isomorfo a (Ef); ),
no completo y tal que LiE # L. F.

DEMOSTRACION: Las primeras afirmaciones sobre dicho espacio estdn probadas en
el trabajo citado [57]. Vamos a probar que £;E # L., FE, viendo precisamente que
LLE # LLE.

Por [80] sabemos que, siendo E reflexivo en sentido ordinario, la inmersién
canénica Jg: F — L., L.FE es isomorfismo topolégico.

Por otra parte E no es completo. Teniendo en cuenta que L.L.E es la comple-
cién de E ([24]) la inmersién canénica Ji: E — L.L.E no puede ser isomorfismo
topolégico.

Sin embargo, los conjuntos soporte de L.E v L.,F coinciden. Y sus compactos
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también, ya que Jg es continua y esto hace que los A.-compactos sean precisamente
los equicontinuos 7.,-cerrados.

Ademass, L.L.F es topoldgico y tiene la topologia compacto-abierta respecto a los
compactos de L.F. Por tanto, LL.,FE # LL.E. De lo contrario también coincidirian
los espacios LL.E y LeoLeoE, pero el segundo es isomorfo a E mediante la inmersion
canodnica, mientras que el primero no lo es.

Por la Proposicién 5.3.8, LLE = LL.E, y en consecuencia LLiF # LL.,FE, por
lo que la modificacién localmente convexa de L.E no es L. E. 0

Observacién 14 Por [24] sabemos que la modificacion localmente convexra de
C.(X) es precisamente Coo(X) bajo condiciones muy generales en X (X c-
sumergible), que en particular verifica cualquier espacio vectorial topoldgico. Asi
para el espacio de Komura E tenemos LCqo(E) = LC(E), lo que contrasta con el
hecho LL.oFE # LL.E que acabamos de demostrar. Se destaca asi la distincion entre

los conjuntos de formas lineales continuas y de aplicaciones continuas.

Proposicién 5.3.10 Sea C.(E) el espacio de las funciones reales continuas
definidas en el espacio de Komura E, dotado de la estructura de convergencia conti-
nua. Bl subespacio L.E de las formas lineales continuas no es dualmente sumergido,
por tanto C.(E) no tiene la propiedad de extension de Hahn-Banach.

DEMOSTRACION: Si toda forma lineal continua ¢ definida en £.E se pudiera exten-
der a una forma lineal continua ¢: C,(E) — R, teniendo en cuenta la observacién
anterior, 1/; € LC.(E) y por tanto 1;‘ r..E Seria también continua, pero esa restric-
cion es otra vez . Y de ahi que LL.,FE DO LL.E. El contenido LL.,F C LL.E se
da siempre y la igualdad LL.,F = LL.E contradice lo anterior. 0

L.E es cerrado en C.(E) ya que es incluso w(E*, E)-cerrado.

Todas estas consideraciones nos permiten afinar significativamente algunas conse-
cuencias del Teorema de Banach-Dieudonné. Concretamente, el resultado que damos
a continuacién era conocido para espacios de Fréchet ([78] IV,6.3 Corollary 2).

Teorema 5.3.11 Si E es un espacio vectorial topoldgico metrizable, la topologia
ew* de LE es precisamente la topologia compacto-abierta.
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DEMOSTRACION: Por ser F metrizable L£.,E es un k-espacio (la demostracién es
andloga a la de grupos [28] Theorem 1) y por otra parte (LE,7p.) es también
k-espacio (Proposicién 5.3.5). Entonces, si probamos que tienen los mismos com-
pactos, obtendremos la igualdad 7o, = 7¢. Y aplicando el Teorema 5.3.3 se concluye
la demostracién.

Como Jg es continua (es consecuencia de que los compactos de L., E son equiconti-
nuos), L.oF y L E tienen los mismos subconjuntos compactos. Teniendo en cuenta
la relacién entre las convergencias asociadas a A., Ta, ¥ Teo (cfr. por ejemplo la
demostracién de 5.3.7) se obtiene que las familias de 7.,-compactos y Ta.-compactos
son idénticas. 0

A continuaciéon damos un Teorema que nos permitira, mas adelante, comparar las
propiedades de BB-reflexividad y completitud para un espacio vectorial topolégico
localmente convexo.

Teorema 5.3.12 Sea E un espacio vectorial topologico. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

a) La estructura de convergencia continua en LE es compatible con la dualidad

(E*,E).

b) Toda forma lineal definida en LE, tal que fii es w(E*, E)-continua para todo
equicontinuo K, es necesariamente w(E*, E)-continua en todo el espacio.

Si E es localmente convexo, entonces a) y b) son equivalentes a que E sea
BB-reflezivo.

DEMOSTRACION:

a) = b) Sea f una forma lineal tal que f|x es w(E*, E)-continua para todo equicontinuo
K C LE = E*. En particular, f|x es A.-continua (Proposicién 5.3.7) y, por
ser (E*,A.) k-espacio de convergencia, f es A.-continua en E*. Finalmente,
aplicando que A, es compatible con la dualidad (i.e. L(E*,A.) = E), tenemos
que, para cierto x € E, f = Jp(x) que es w(E*, E)-continua.

b) = a) Por la relacién entre las convergencias Aoy o e oy Teo oy w(E—*’>E), si
fe(E*w(E*, E))" también f € L(E*,A.) sin ninguna condicién adicional.
Reciprocamente, si f € L(E*,A.), VK C E* se tiene que f|x es A.-continua y
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en particular w(E*, E)-continua. Y aplicando la hipétesis b) obtenemos que f
es w(E*, E)-continua.

Luego (E*,w(E*,E))* = L(E*,A.).

Finalmente, si el espacio E es localmente convexo, LFE separa puntos de E, por tanto
Jip: E — L.L.E es inyectiva. La suprayectividad se obtiene de a), y en consecuencia
E vy L.L.FE pueden ser identificados a través de k. Para probar que es abierta basta
tener en consideracion el siguiente hecho: Siendo E localmente convexo, su topologia
es la de la convergencia uniforme en los equicontinuos de LE. Los equicontinuos son
exactamente los A.-compactos, y esa es también la topologia de L.L.E. Luego F
es BB-reflexivo. O
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Capitulo 6

Completitud en grupos topoldgicos

En este Capitulo queremos llegar lo més lejos posible en la tarea de generalizar el Teo-
rema de Grothendieck a los grupos topolégicos. El Teorema de Grothendieck sobre
completitud de espacios vectoriales topologicos localmente convexos es importante
en el marco del Anaélisis Funcional. Aunque disponemos de todos los instrumentos
-el méas importante, el concepto de espacio localmente casi-convexo-, veremos que el
Teorema de Grothendieck no se puede traducir a grupos en todos sus términos. Dare-
mos algunas afirmaciones parciales, asi como contraejemplos de otras y propiedades
relacionadas con la completitud.

En primer lugar enunciamos el Teorema de Grothendieck y obtenemos dos Teo-
remas que damos en la forma més conveniente para estudiarlos después en grupos,
relacionando la BB-reflexividad y la completitud.

Teorema 6.0.1 ([78]) Sea E un espacio vectorial topoldgico localmente convezo y
sea & una familia saturada de subconjuntos acotados de E que recubren E. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eg es completo.

2. Si una forma lineal f: E — R es tal que fig es continua para todo S € 6,
entonces f es continua.

Tomando la familia & de los equicontinuos de LE tenemos:

119
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Teorema 6.0.2 Sea (E,T) un espacio localmente convezo, entonces son equiva-

lentes:

a) E es completo.

b) Cada forma lineal en LE que es w(LE,E)-continua en todo subconjunto

equicontinuo de LE, es w(LE, E)-continua en LE.

¢) Cada cardcter en I'E que es w(I'E, E)-continuo en todo subconjunto equicon-

tinuo de T'E, es w(I'E, E)-continuo en I'E.

d) E es BB-reflexivo como espacio vectorial topolégico.

e) E es BB-reflexivo como grupo topoldgico.

DEMOSTRACION:

a) < b) Esun corolario estandard del Teorema de Grothendieck (cfr. por ejemplo [78]).

b) < d) Se obtiene del Teorema 5.3.12.

d) < e)

b) = ¢)

c) =)

Estd probado en [25].

Sea xy:T'E — T un cardcter tal que x|z es w(I'E, E)-continuo para todo
H C TFE equicontinuo. Entonces xTg:LE — T es un cardcter de LFE
tal que (Tex)m es w(LE, E)-continuo para todo equicontinno M C LE.
Por el Lema 5.1.2(1) y (ii), existe una forma lineal f:LE — R tal que
pf = XTE and fjj; es w(LE, E)-continuo para todo equicontinuo M C LE.
Por b), f es w(LE, E)-continuo. Luego, f es la evaluacién en algin x € F,
[ = Jp(x). Basta demostrar que x = ag(z) (Lema 4.3.11(2)). Para cada
¢ € T'E; existe una unica forma lineal g € LFE tal que £ = Tg(g), entonces

X&) = x(Te(9)) = (pf)(9) = (pJp())(9) = Tr(g)(zx) = &(z) = ap(z)(E).

Sea f:LE — R una forma lineal tal que f|5 es w(LE, E)-continua para to-
do equicontinuo H C LE. El cardcter pf: LE — T verifica que (pf) g es
w(LE, E)-continuo para todo equicontinuo H C LE. Podemos definir un
cardcter x:T'E — T tal que xTr = pf.
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Veamos que x| es w(TE, E)-continuo para todo equicontinuo M C TE.

Tomamos una red w(I'E, E)-convergente en M, sea ¢, wLEE) . Por el

Lema 3.1.2, p, —% ¢. Ya que Tg: E* — E” es un isomorfismo topoldgico,

existe una red convergente g, —2 ¢ tal que Tg(9a) = va v Te(g) = ¢.
(CE,E)
Claramente g, — —> g y entonces x(¢a) = XTu(g9a) = pf(ga) — pflg) =

XTe(g9) = x(¢).

Por ¢), x es w(I'E, E)-continuo. Por el Lema 4.3.11(2), existe x € E tal que
X = ag(z). Demostramos ahora que f = Jg(z). Sea g € LE, p(f(g)) =
X(Te(9)) = x(pg) = ap(x)(pg) = (pg)(x) = p(Jp(z)(9)). Asi, p(f(g) —
Jp()(g)) = exp(2mi(f(g) — Jp(x)(9))) = 1 = f(g) — Jp(z)(9) € Z, para
todo g € LE. Ya que f y Jp(z) son formas lineales, para todo A € R,
f(Ag) = Jp(@)(Ag) = A(f(g) — JE(x)(g)) € Z. Luego f(g) — Jp(x)(g) = 0 para

todo g € LE.
|

Observacién 15 En el trabajo [24] de Butzmann se obtiene que un espacio vectorial
topoldgico es BB-reflexivo si y solo si es localmente convero y completo por proce-
dimientos totalmente distintos. FEl camino que aqui utilizamos es natural habida
cuenta del Teorema de Grothendieck.

Observacion 16 Si el espacio E no es localmente convexo no pueden obtenerse las
equivalencias del Teorema 6.0.2, es decir, esta hipdtesis es en cierto modo esencial,
como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.0.3 Sea E =1, con 0 <p < 1.

E es completo, veamos que no se cumple la condicion b) del Teorema 6.0.2. La
aplicacion Jg: E — LoLeoE no es sobre (V. Tarieladze, comunicacion oral). Por
tanto, si tomamos f € LeoLeol \ JE(E), para todo K C Lok, fix es continua y
w(E*, E)-continua y sin embargo f no es w(E*, E)-continua en todo el espacio LE
ya que no pertenece a Jg(E).

Tampoco se cumple la condicion d) de 6.0.2. Siendo E un espacio métrico, Jg
es continua y, por tanto, L.E y Lo FE tienen los mismos compactos y LeoLeoE €s
subespacio de L.L.E. Por tanto, kg no es sobre y E no es reflexivo Butzmann, ni
L.L.E esla complecion de E.

Considerando ahora la familia & de los compactos de E, el isomorfismo
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topolégico Tk : Ef, — E” y algunos resultados anteriores, obtenemos el siguiente
Teorema.

Teorema 6.0.4 Sea (E,T) un espacio localmente convezo tal que la envoltura cerra-
da, convexa y equilibrada de todo compacto es compacta. Son equivalentes:

a) EX, es completo.

b) Toda forma lineal en E continua en los compactos, es continua en E.
c) E}, es BB-reflexivo.
d) E" es completo.

e) Todo cardcter en E continuo en los compactos, es continuo en E.

f) E" es BB-reflezivo.

6.1 Propiedades relacionadas con la completitud de un
grupo

Vamos a dar unas nociones que nos iran descifrando el sentido y las consecuencias
de la completitud en grupos topoldgicos.

Diremos que una funcién entre espacios topoldgicos, f: X — X’ es k-continua si
Jix es continua para todo compacto K C X.

Vimos en § 1.5 que un espacio topolégico es k-espacio si y sdlo si toda funcién
k-continua es continua.

Un espacio topolégico X se denomina kg-espacio si toda funcién k-continua de
X en R, es continua.

La condicién requerida para que un espacio sea kg-espacio, a simple vista, es
mucho menos exigente que la requerida para ser k-espacio, ya que en la primera
definicién nada més nos fijamos en aplicaciones reales, mientras que en la segunda
el espacio de llegada de las aplicaciones es un espacio topoldgico cualquiera. La
definicién de k-grupo también es aparentemente mas general que la de k-espacio,
pues ahora sé6lo nos fijamos en un tipo de aplicaciones, los homomorfismos. Se da la
siguiente relacion:
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Proposicién 6.1.1 (/68])
Sea G un grupo topoldgico Hausdorff. Si G es un kg-espacio, es k-grupo.

Sin embargo, existen k-grupos que no son kg-espacios.

Ejemplo 6.1.2 Sea G = wR x R¥ donde wR es la suma directa de una cantidad
numerable infinita de copias de R, R el producto numerable de copias de R y G
tiene la topologia producto. Como demostraremos mds adelante (6.2.4), G no es
kr-espacio pero si es k-grupo por ser producto de k-grupos.

Consideremos ahora la siguiente condicién:
(*) Todo homomorfismo de G en T, k-continuo, es continuo.

Llamaremos kr-grupos a los grupos topolégicos que verifiquen la propiedad (*).

Evidentemente, todo k-grupo, es kr-grupo. La afirmacion reciproca no es cierta,
como se demuestra a continuacion.

Ejemplo 6.1.3 Sea G = E,,, un espacio de Banach con la topologia débil respecto
de la familia de formas lineales, que se suele designar w(E, E*).

Por el Teorema 3.1.9, se comprueba que ag no es continua, y por tanto G no es
k-grupo.

Veamos que G es un ky-grupo: sea f: E, — T un homomorfismo de grupos tal que
Jix es continua para todo compacto K C E,. En particular fix es continua para
todo compacto K C E. Entonces, por ser E un k-espacio, f:E — T es continuo.
Luego f e TE =TE,.

Proposicion 6.1.4 Sea G un kr-grupo y f:G — H un homomorfismo en otro
grupo topolégico H tal que fx es continuo, VK C G compacto, entonces
[:(G,w(G,GN)) — (H,w(H,H")) es continuo.

Y, en particular, f:G — (H,w(H,H")) es continuo.

DEMOSTRACION: Basta probar que ¢ f es continuo para todo ¢ € H”. Sabemos
que ¢ f|x es continuo, VK C G compacto. Luego ¢ f es continuo, ya que G es un
kr-grupo. 0

Sea Ty la topologia de k-grupo asociada a un grupo topoldgico (G, 7).
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Proposicién 6.1.5 G es un kp-grupo si y solo si (G,7)" = (G, 74,)".
Y, en este caso, también (G, 7)™ = (G, 74)"". Ademds, para cualquier topologia

de grupo tal que T < v < Ty, se verifica (G,7)" = (G,v)" y (G,7)" = (G,v)™.

DEMOSTRACION:

=) Por cumplirse 7 < 7y, tenemos I'(G, 7) C I'(G, 74,).
Veamos el otro contenido: sea f € I'(G,74), entonces f es un homomorfismo
de (G,7) en T tal que fix es continuo para todo K C G compacto. Si G es
un kp-grupo, f es continuo y entonces f € I'(G, 7).
Ademids, (G,7) y (G,74) tienen los mismos compactos, luego (G,7)" =
(G, Tgr)".

<) Sea f:G — T un homomorfismo tal que fix es continuo para todo K C G
compacto, entonces f € (G, 74,)" = (G,7)" y, por tanto, f es continuo.

La tltima consecuencia es obvia, ya que los duales de (G,7) y (G, 7y4) coinciden
algebraicamente y topoldgicamente porque 7 y Ty poseen los mismos compactos,
asi pues, lo mismo le sucederd a cualquier topologia que esté comprendida entre
ellas. O

Es un hecho conocido que si G es k-grupo, G” es completo ([5]). Con la hipdtesis
mas débil de ser kr-grupo obtenemos la misma tesis.

Proposicién 6.1.6 Si G es un krp-grupo, G" es completo. La reciproca no es cierta.

DEMOSTRACION: Sea {¢g}gep C G” una red de Cauchy. Para cada x € G, existe
B € B tal que para todo 3, 3" > By, pg — ppr € ({x}, B1). Luego {@s(z)}sen es
una red de Cauchy en T, que converge por ser T completo. Sea z, = limpg(x) y
designemos por ¢: G — T la aplicacién z — z,.

e ¢ es un homomorfismo.
Sean z,y € G. Como ¢g es homomorfismo para todo 8 € B, ¢g(z +vy) =
va(x) + ©3(y) v, por la unicidad del limite, p(z 4+ y) = ¢(z) + ¢(y).

® ( es continuo.
Estamos suponiendo que G es kr-grupo, por tanto basta ver que ¢k es con-
tinuo, VK C G compacto.
Consideremos la red {SOﬁ\K}ﬂEB' Es una red de Cauchy en C'(K,T). En efec-
to, dado S C K compacto y W € Br(1), designamos por (S,W)x = {¢ €



6.1. PROPIEDADES RELACIONADAS CON LA COMPLETITUD DE UN GRUPO 125

C(K,T) : o(S)c W}ypor (S,W)={pel'G: ¢S)cW} Sij:K—G
designa la inclusién, j*: C(G,T) — C(K,T) es la aplicacién restriccion, i.e.
f = fig. Entonces se cumple j*(S,W) C (S,W)x N j*(C(G,T)). Como
{3} sen es de Cauchy en G”, existe fy tal que pg— g € (S, W), V3,3 > fo.
En particular P8I — P K € (S, W)k, V3,6 > Bo.

Ahora tenemos que C(K,T) es espacio métrico completo. Por tanto existe
Y € C(K,T) tal que P8 = VK-

En particular <pg|K(x) — i (z) para todo x € K. Pero también @ﬁ‘K(x) =
wg(x) — @(x). Siendo T de Hausdorff, ¢¥x () = ¢(x), Vo € K, y por tanto
$|x = YK es continuo.

e Por tltimo, 3 — ¢.
Para cada compacto S C G y cada W € Br(1) podemos determinar (3, tal que
@ﬂ‘s — @S € (S’ W)’ Vﬂ > o y de ahi que pg — @ € (S’ W)’ Vﬂ > fBo-

La no reversibilidad de esta implicacién queda probada en los comentarios que siguen
a 6.1.10. O

En 6.1.3 se da un ejemplo de kr-grupo, G, para el que ag no es continua. La
implicacién contraria tampoco se verifica, como demuestra el siguiente Ejemplo. Asi
pues ser kp-grupo es independiente de que a sea continua.

Ejemplo 6.1.7 Sea E el espacio de Komura, definido en [57] §5. La aplicacion
apn es continua por ser E reflexivo como grupo. Sin embargo E™ no es completo,
por tanto E™ no es kr-grupo.

La Proposicién 6.1.6 viene a ser la generalizacién de e) = d) de 6.0.4. Daremos
ahora la generalizacién de e) < ¢) de 6.0.2 y, para grupos con «g continua, como
consecuencia de 6.1.6, también obtendremos la generalizacién de ¢) = a) de 6.0.2.
Después veremos que ambos reciprocos no son ciertos.

Teorema 6.1.8 Sea G un grupo topoldgico localmente casi-convexro, son equiva-
lentes:

(a) G es BB-reflexivo.

(b) Todo cardcter en I'G que es w(I'G, G)-continuo en cada equicontinuo de I'G,
es w(I'G, G)-continuo en I'G.
Es decir, (I'G,w(I'G,G)) es kr-grupo.
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DEMOSTRACION: Sea x:I'G — T un cardcter tal que x|y es w(I'G, G)-continuo,
para todo H equicontinuo, en particular x|z es A.-continuo para todo H compacto
y, por la Proposicién 1.5.4, x es A.-continuo, i.e. x € I'T.G. Si G es BB-reflexive,
I.T.G=Gy x=kg(r) para algin z € G. Luego x es w(I'G, G)-continuo.

Reciprocamente, basta demostrar que kg es sobre ya que siempre es continua vy,
siendo G localmente casi-convexo, es también inyectiva y abierta en la imagen. Sea
:T.G — T un cardcter continuo. Entonces, Y es Ac-continuo y equivalentemente
Y1 es w(I'G,G)-continuo (Lema 3.1.2) para todo subconjunto equicontinuo H C
I'G. Por b), ¥ es w(I'G, G)-continuo, luego ¢ € I'(I'G,w(I'G, G)) = ka(G). Asi kg
es sobre. 0

Corolario 6.1.9 Sea G un grupo con ag continua, localmente casi-convexo, tal
que todo cardcter p:T'G — T que verifica que o es w(l'G, G)-continuo, para todo
H C T'G equicontinuo, es w(I'G,G)-continuo. Entonces G es completo.

DEMOSTRACION: En este caso podemos afirmar que G” es kp-grupo. En efecto,
sea ©:I'G — T un cardcter tal que @k es continuo, para todo K C G compacto.
Por ser ag continua, los compactos son equicontinuos y por un facil argumento
podemos concluir que ¢z es continuo, para todo H C G equicontinuo. Pero en un
equicontinuo coinciden la topologia w(I'G, G) y la compacto-abierta, luego aplicando
la hipétesis obtenemos que ¢ es w(I'G, G)-continuo y, en particular, ¢ es continuo
de G" en T.

Aplicando ahora la Proposicién 6.1.6 tenemos que G™" es completo. Por el
Teorema 6.1.8, G es BB-reflexivo y, por ser ag continua, GG es también Pontryagin
reflexivo. Luego G =2 G es completo. n

Con el siguiente Ejemplo demostramos que el reciproco no es cierto.

Ejemplo 6.1.10 Sea G = L2[0,1]. Como se vié en 5.2.4 G no es Pontryagin
reflexivo, siendo localmente casi-convexo, metrizable y completo (Proposicion 5.2.4).
Asi TGN # ag(G) (si ag fuera sobre automdticamente seria Pontryagin reflexivo)
y por tanto existe 1 € TG" \ ag(Q), que no es w(I'G,G)-continuo ya que el dual
(ITG,w(TG,G))" =G (Lema 4.3.12). Sin embargo para todo equicontinuo H C G",
Y\ es Teo-continuo, pues se trata de la restriccion de un cardcter continuo. Como
en H coinciden la topologia débil y la compacto-abierta, tenemos que g es continuo
en w(I'G,G) g, VH equicontinuo. Sin embargo 1 no es débilmente continuo.
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Sea G un grupo metrizable, localmente casi-convexo. Veamos que si se ve-
rificase el reciproco de la Proposicion 6.1.6 también se verificaria el reciproco
del Corolario 6.1.9, que estd en contradiccién con el Ejemplo 6.1.10. En efecto,
supongamos que G es completo, vamos a expresarlo como un dual. Llamemos
L = (I'G,w(I'G,G)), sabemos que los compactos de L son equicontinuos (3.1.12)
y por tanto el grupo dual I'L, dotado de la topologia compacto-abierta, L, se
puede identificar a G que es completo. Ahora, L es un kp-grupo porque estamos
suponiendo que se verifica el reciproco de 6.1.6. Es decir, todo cardcter p: L — T
tal que o es continuo para todo compacto K C L, es continuo. Los compactos
de L son precisamente los subconjuntos de I'G, w(I'G, G)-compactos que ademés
coinciden con los equicontinuos cerrados de G*. Asf tenemos que para todo caricter
¢:G" — T tal que ¢y es w(I'G,G)-continuo para todo equicontinuo H C L, ¢ es
w(I'G, G)-continuo.

En cuanto al Teorema de Grothendieck en su versién general 6.0.1, hemos
obtenido que 1) # 2) ya que no se da para la familia concreta & de los conjun-
tos compactos.

6.1.1 Complecién de un grupo topolégico

Proposicion 6.1.11 Si G es un grupo de convergencia localmente compacto y sus
subconjuntos compactos son topolégicos, entonces I'.G es completo.

DEMOSTRACION: Utilizando que I'.G es topoldgico y su topologia es la compacto-
abierta respecto a los compactos de convergencia de G (Proposicién 3.2.5), la de-
mostracién es como la de la Proposicién 6.1.6. Sea (f,) una red de Cauchy de I'.G,
entonces (fq(x)) es de Cauchy en T, para todo = € G, y podemos definir f:G — T
como f(xz) = lim f,(x). Ya que para cada compacto K C G, (fa|x) pertenece a
C(K,T) que es un espacio completo, tenemos que f|x es continuo para todo com-
pacto K C G, asi, por la Proposicién 1.5.4, f es continuo en G. Luego (f,) converge
afel.G. 0

En particular, aplicando este resultado al dual de convergencia de un grupo
topolégico, que por [29] y 1.4.4 cumple las hipétesis anteriores, obtenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 6.1.12 Para todo grupo topoldgico G, I'.I'.G es completo.
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Sin embargo, dado G localmente casi-convexo, I'.I'.G no es en general su com-
plecién. En el Ejemplo 6.1.10 vemos que G = L2[0,1] es un grupo metrizable,
localmente casi-convexo, con o continua pero no sobre. Teniendo en cuenta que
I'T.G = T'G", tampoco kg es sobre y, por tanto, la situacién es que G = rkg(G) esta
estrictamente contenido en I'.I'.G. Como G es completo, queda claro que I'.I'.G
no es la complecién de G. Esta es una diferencia con los espacios vectoriales ya
que Butzmann demostré que para un espacio localmente convexo E, L.L.E es la
complecién de F.

Observemos también que del Corolario 6.1.12 se deduce que todo grupo
topoldgico BB-reflexivo es completo. Asi, del Teorema 6.1.8, obtenemos en gene-
ral el resultado de 6.1.9 para grupos localmente casi-convexos.

6.2 Relacién entre la topologia asociada a la estruc-
tura de la convergencia continua y la topologia
compacto-abierta

Por resultados anteriores sabemos que la relacion entre la convergencia de redes o
filtros en el dual de un grupo topoldgico o de convergencia, en general, es:

Por ser 7., de Hausdorff, tenemos que A y 75, también lo son. Para un grupo
topolégico G, con la condicién de que eq: G x G — T sea continua, se obtiene
(Teorema 4.5.3) que G” es localmente compacto y, por tanto, 7., = A.. Describimos
a continuacién algunos resultados parciales en relacién a la no reversibilidad de las
flechas.

Proposicion 6.2.1 Sea G un grupo topolégico tal que ag es continua. Considere-
mos las siguientes afirmaciones:

1. 7o =7p, en I'G,

2. G" es k-espacio,

3. C(G") =C(T.G).

Se verifica 1. & 2. = 3.
Si (TG, 1p,) es completamente regular, se da también 3. = 1.
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DEMOSTRACION:

1. = 2. Por ser I'.G localmente compacto, (I'G, Ta.) es k-espacio topolégico (Proposi-
cién 1.5.4). Y como estamos suponiendo 7., = Ta,, G” es también k-espacio.

2. = 1. De (**) se deduce 1., C 7p,. Para ver 7., D 7p,, sea C' C I'G, 7,-cerrado.
En particular C' N K es 7p -cerrado en K, para todo A.-compacto. Por el
Teorema 3.1.9 se tiene que C'N K es 7.,-cerrado en K, y por ser G” k-espacio,
C es 1.,-cerrado.

2. = 3. Por (**), C(G") Cc C(T.G).
Veamos el otro contenido. Sea p:I'G — R una funcién A.-continua. Si K C
I'G es Ac-compacto, ¢ i es Ac-continua. Por el Teorema 3.1.9 ¢k es también
Teo-continua. Y, ya que G es k-espacio, ¢ es T.,-continua.

Teniendo en cuenta que una funcién f:(T'G,A.) — R es continua si y sélo si
f: (TG, 7a,) — R lo es, tenemos C(I'.G) = C((I'G, 7p,)).

Supongamos que (I'G, 7y, ) es completamente regular, entonces, 75, es la topologia
débil respecto al conjunto de aplicaciones C((I'G,7y,.)). Como G” ya es com-
pletamente regular, 7., es la topologia débil respecto a C(G”"). Si se verifica 3.,
C(G") =C((T.G) = C((TG,7a,)), y las dos topologias, Te, y TA, coinciden. 0

Veamos que un grupo topoldgico G que verifica las condiciones 1. y 2. también
cumple I'.T'.G = G™. Sin embargo, esta condicién no es equivalente a 1. y 2, como
se vera en el Ejemplo 6.2.4.

Teorema 6.2.2 En un grupo topoldgico G, son equivalentes:

a) Los grupos topoldgicos T'.I'.G y G coinciden.

b) ag es continua y G" es kr-grupo.
Observemos que un grupo topologico G que cumple estas condiciones tiene bidual
G completo.
DEMOSTRACION:

a) = b) Supongamos que I'.I'.G = G"*. Entonces a¢ es continua, ya que kg lo es v,
bajo dicha hipétesis, kg coincide con ag. Sea ¥:G" — T un homomorfismo
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b) = a)

tal que W g es continuo, para todo compacto K C G”. En particular L2705
es continuo, para todo compacto K C I'.G. Luego, por ser I'.G localmente
compacto (Proposicién 3.2.2), ¥ es continuo (Proposicién 1.5.4).

Por ser ag continua, G™ es subgrupo topolégico de I'.I".G (Proposicién 3.2.7).
Para ver que coinciden, sea ¥ € I'.I'.G. Entonces V| es continuo, para todo
K compacto de I'.G, pero los compactos de I'.G son los mismos que los de G"
y, por b), ¥:G" — T es continuo, luego pertenece a G

La 1ultima afirmacién se sigue de 6.1.12. 0

Corolario 6.2.3 Sea G un grupo topolégico. Si ag es continua y G" es k-grupo,
entonces G =T I'.G.

A continuacién damos un ejemplo de grupo G en el que G = I'.I'.G y, sin

embargo 7., ¥ Ta, son distintas. Més aun, 74, no es topologia de grupo.

Ejemplo 6.2.4 Sea G = wR x R¥ donde wR es la suma directa de una cantidad

numerable infinita de copias de R, R¥ el producto numerable de copias de R y G

tiene la topologia producto.
Recordemos que (WR)N 2 R* y viceversa ([8] 14.11). Por tanto G" 2 G.

@)

b)

R¥ es metrizable y, por tanto, k-espacio. wR es k-espacio por ser el dual de
un grupo metrizable ([28] Theorem 1). Luego G es producto de k-espacios v,
en particular, de k-grupos, entonces es un k-grupo ([68] Theorem 1.3).

Veamos que G no es k-espacio ([8] (17.9)).

El grupo G estd formado por sucesiones de indices en Z, con una cantidad
finita de términos no nulos para los indices negativos. Los conjuntos de la
forma {(x,) € G : |x,| < e para n < ng} son base de entornos de 0. Conside-

remos la funcion ¢: (zp)nez — E TpT—n; VEAMOS que no es conlinua y que,
neN
sin embargo, i es continua, VK C G compacto.

Sea K C wR x R¥ compacto. Sus proyecciones, p1(K) C wR y po(K) C R¥
son también compactas y K C p1(K) X p2(K). Por tanto, si iy, (k)xps(K) €S
continua, también lo es pg. Pero So\pl(K)ng(K)(Zn) = Z Z_nZn poTQUE

N=J1,..c,Jr
p1(K) C wR ha de estar contenido en un subespacio finito dimensional. Es
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decir, Y|y, (K)xps(K) queda reducida a una suma finita, que es continua
Veamos ahora que ¢ no es continua. Sea V. = (—g,g), un entorno de 0 en
R. Claramente ¢(0,0) = 0. Vamos a ver que para todo L x M € Bg(0,0),
(L x M) ¢ V. Si L € B.r(0) es de la forma L =[[V; NwR con V; abierto
en R para todo i y contiene puntos distintos de 0 en todas las componentes.
Sea M = [[W; € Bgw(0) con W; = R para casi todo i y W; abierto para todo
i. Si tomamos una componente de M, W; = R, ya € L con a_j # 0, los
puntos a x by = (...,0,...,a_j,...,0) X (0,...,jz),...,0...) eLxM,VzeR
y (a,b,), no verifican, en general, p(a X b,) € (—¢,¢).

c) Tenemos que ag es continua, por ser G k-grupo ([68] Theorem 2.3), y por
tanto T.G y G" tienen los mismos compactos.

d) (TG, 1a,) es k-espacio (Corolario 3.2.3).

Entonces teniendo en cuenta b) y d), Teo # Ta,-

Luego 5, no puede ser topologia de grupo. En efecto, (I'G,Tp,) es k-espacio; si Ta,
fuese topologia de grupo, seria también k-grupo y por temer los mismos compactos
que G, siendo ya T, topologia de k-grupo, tendrian que coincidir.

Y ademds, por ser G" k-grupo, G =T .I'.G (Proposicién 6.2.3).

A continuacién veremos que el ejemplo anterior puede extenderse a toda la clase
de grupos de la forma G" x G, con G grupo metrizable, reflexivo, no localmente
compacto.

En lo que sigue hacemos uso repetidas veces del siguiente resultado de Bagley y
Yang de [6]:

Lema 6.2.5 Sean X, Y espacios topoldgicos de Hausdorff y F C C(X,Y). Si T es
una topologia en F que contiene a la compacto-abierta de F, y tal que (F,7) x X es
un k-espacio, entonces T es topologia admisible para F'.

Proposicion 6.2.6 Sea G un grupo topologico metrizable, reflexivo, no localmente
compacto. Entonces e: (TG, 7p,) x G — T no es continua.

DEMOSTRACION: Por ser G metrizable, ag es continua y G” es k-espacio. Por
6.2.1, 7., = Tp,. Siendo G reflexivo, si la evaluacién e: G x G — T fuera continua,
tendriamos que G es localmente compacto ([63]), lo que contradice la hipétesis.
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Observaciones 17 La Proposicion 6.2.6, junto con el Lema 6.2.5, demuestran que:

1. Si G es un grupo metrizable, reflexivo, no localmente compacto, el producto
L :=G" x G no es k-espacio.
Sin embargo L es k-grupo, por ser un producto de k-grupos.
Observemos que L™ = L no es k-espacio y (L, 7p,) si lo es (Corolario 3.2.3).
Por tanto, Teco # Ta, Y TA, N0 puede ser topologia de grupo en I'L.
Esto generaliza el ejemplo de RY x wRR.

2. e:(TG,A:.) x G — T continua 7= e:(I'G,mp,) x G — T continua, lo que

contrasta con el resultado de la Proposicion 1.4.1.

Observacion 18 La topologia asociada a un localmente compacto de convergencia,
no es en general localmente compacta.

Sea G un grupo topoldgico metrizable, reflexivo, no localmente compacto. T'.G es
localmente compacto de convergencia. Como Tz, = T, en I'G, obviamente (I'G,7a,)
no puede ser localmente compacto, de lo contrario lo seria también su dual G, que

por ser isomorfo a G no lo es.

Si G es un grupo topoldgico, la topologia asociada a la estructura de la convergen-
cia continua, 75, en I'G, es de k-espacio. Sin embargo, se deduce de la observaciéon

anterior que, en general, no es localmente compacta.

Proposicién 6.2.7 Sea G un grupo topoldgico con ag continua. Si (I'G,7p,) es
localmente compacto, I'.G es topoldgico y por tanto coinciden A, y Tp,. En ese caso

TA, €S topologia de grupo.

DEMOSTRACION: Comprobamos que las redes A.-convergentes son precisamente las
T -convergentes. Basta ver que si (§,) C I'G es una red tal que &, T &, entonces
£, e

Tenemos que existe K € By, () compacto tal que contiene eventualmente a la red
(existe o tal que &, € K, Ya > ag).

Si (z3) C G converge a 0, se verifica ag(zg) — ag(0) en GM. Como 7., C Ta,,
K es 1.o-compacto y para W € Br(1), (K, W) € Baanr(0). Luego, existe [y tal que
ag(zg)(K) C W, VB > By. En particular V(o 5) > (o, Bo), {alzg) € W. n

Ejemplos de grupos que cumplen esta condicién son los subgrupos densos de
grupos metrizables localmente compactos abelianos. A continuacién incluimos el
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mas sencillo de ellos, haciendo los cédlculos, ya que nos ha servido de inspiraciéon
para el resultado 6.2.7.

Ejemplo 6.2.8 Sea G = Q, que no es localmente compacto. Por 3.2.2, el dual
de convergencia I':Q es localmente compacto. Por ser Q denso en R los duales
topoldgicos coinciden (28] Theorem 2), Q" = R" = R,

Consideremos los dos duales, T.Q y Q", cuyo conjunto soporte es R, y veamos que
las estructuras coinciden y, por tanto, que I'.Q es topoldgico.

Sea (rq) una red en R. Basta ver que si es T.,-convergente a 0, es también A.-
convergente a 0, porque el reciproco siempre se cumple. Sea (x3) una red convergente
ax en Q, veamos que ro(xzg) — 1 en T. Dado W € Br(1), podemos determinar

ey p tales que ™% ¢ W, VI < e yVk < p. Como 14 280 y T3 — T, podemos
encontrar ag y Py tales que |ro| < €, Va > ag y |lzg — x| < p, VB > By. Luego

627rira(x5*1) eW,Va>ayyV3> 0.

Proposicién 6.2.9 Sea G un grupo topoldgico. Si ag es continua, G" es kr-grupo
y (UG, 7p,) es localmente compacto, entonces Teo = Tp, -

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 6.2.7, 75, y A, tienen las mismas redes con-
vergentes; basta ver que &, —% & = &, Ae, §. Tomamos zg — 0 en G, entonces
ag(zg) —» 0en GM. Sea K € B;,_(0) compacto, K es también 7.,-compacto y, para

W € Br(1), ag(xg) estd eventualmente en (K,W). Como G = T'.I'.G, tenemos
Ac
que £q(23) = (ag(2g))(§n) — 1, luego & —= &. 0

Con estos resultados obtenemos que si G' es un grupo topoldgico con g continua
tal que G es kp-grupo, entonces (I'G,7y,) es localmente compacto si y sélo si
(I'G, 1) es localmente compacto.

Observemos una diferencia esencial entre el conjunto de los caracteres continuos,
I'.G, y el de las funciones reales continuas en general, C.(G), definidos en un grupo
topoldgico G.

C.(G) es topoldgico si y sélo si G es localmente compacto ([55] Corollary 3.8). Sin
embargo, que I'.G sea topoldgico no implica que G sea localmente compacto, como
demuestra las consideraciones anteriores y el Ejemplo 6.2.8.
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6.3 La propiedad ccp

En el marco de los espacios localmente convexos el Teorema de Krein da lugar a
considerar por si misma una propiedad que se ha denominado en la literatura la
“convex compactness property (ccp)” [70]. Como se ve en la Proposicién 6.3.2 esta
propiedad equivale a la completitud para espacios metrizables.

Diremos que un espacio vectorial topolégico localmente convexo FE tiene la
propiedad ccp (convex compactness property) si la envoltura convexa, equilibrada y
cerrada de todo compacto K C E es de nuevo compacto.

Aunque la definicién tiene sentido para espacios vectoriales topolégicos, también
se sabe que todo espacio no localmente convexo posee un compacto cuya envoltura
cerrada, equilibrada y convexa no es compacta ([1]).

Por analogia diremos que un grupo localmente casi-convexo G tiene la propiedad
cep si la envoltura casi-convexa de todo compacto K C G es de nuevo un conjunto
compacto.

En un espacio vectorial topolégico E, sean A C E , B C E* subconjuntos no
vacios, entonces A” es w(E*, F)-cerrado. Si E es localmente convexo, también B<
es w(FE, E*)-cerrado y todo subconjunto convexo, cerrado de E es w(F, E*)-cerrado.
Asimismo, en grupos, la envoltura casi-convexa de cualquier subconjunto es siempre
w(G,G")-cerrada y simétrica.

Un espacio vectorial topolégico localmente convexo E es también un grupo
localmente casi-convexo. Aplicando el teorema bipolar y la Proposicién 5.0.3
podemos relacionar las envolturas de un subconjunto K C E de la siguiente forma
co(e(K)) = (K)P)* = °((e(K))*) = Q(e(K)).

Veamos con esto que la definicién que hemos dado de la propiedad ccp para grupos
topoldgicos coincide en este caso con la de espacio vectorial.

Proposicion 6.3.1 Un espacio vectorial topologico E tiene la propiedad ccp como

espacio si y solo si la tiene como grupo.

DEMOSTRACION: Sea K C F un compacto, K C e(K) que es también compacta.
Si E cumple la propiedad ccp como grupo topolégico, co(e(K)) = Q(e(K)) es com-
pacta.

Reciprocamente, si EF cumple la propiedad ccp como espacio vectorial topoldgico, la
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envoltura casi-convexa de un compacto Q(K) C Q(e(K)) = co(e(K)) es un cerrado
dentro de un compacto y, por tanto, es también compacta. 0

Estudiemos primero algunos aspectos de la propiedad ccp en espacios localmente
convexos que nos servirdn de modelo para nuestro estudio posterior en grupos.

La propiedad ccp estd muy ligada a la completitud, como demuestra el siguiente
resultado de Ostling y Wilansky ([70] Theorem 5.3) que reproducimos aqui.

Proposicion 6.3.2 Sea X un espacio localmente convexro, metrizable. X tiene la

cep sty solo si es completo.

DEMOSTRACION: Supongamos que X tiene la ccp y sea {Z, }neny una sucesién de
Cauchy. S := {z, : n € N} es precompacto. Por [58] 21.10(3) todo precompacto
de un metrizable localmente convexo esta en la clausura equilibrada y convexa de
una sucesién convergente a cero, digamos N := {a,, : n € N}. Entonces S C (N")<.
Como por hipétesis (N”)? es compacta, obtenemos que {z, : n € N} es compacto
y por estar en un espacio métrico también es secuencialmente compacto. Luego
{2 }nen converge ya que tiene una subsucesion convergente. Reciprocamente: sea
K C X compacto. Por estar en un localmente convexo, co(K) es precompacto ([78]

11,4.3), i.e. la complecién co(K) es compacta. Siendo X un espacio de Hausdorff y

completo, obtenemos que co(K) = co(K) es compacta. 0

Teorema 6.3.3 Sea E un espacio vectorial localmente convexo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. Jg: E — (E%)* es sobre

2. La envoltura conveza, cerrada y equilibrada de todo subconjunto compacto de
E es w(E, E*)-compacta.

3. E tiene la propiedad ccp.

Si E es completo, se verifican las propiedades 1., 2. y 3.

DEMOSTRACION:

1. =2.) Sea K C E compacto; K* € Bg: (0) y, por el teorema de Alaoglu-Bourbaki,
(K")” es un compacto de (E7))* con la topologia débil w((E%,)*, E*). El espacio
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mencionado se puede identificar con (E,w(E, E*)) teniendo en cuenta que Jg
es una biyeccion por la hipétesis 1. y por ser E localmente convexo. Ademas
la convergencia en ambos espacios es equivalente. Luego podemos afirmar que
la envoltura convexa, equilibrada y cerrada de K, (K*)? = J;'((K™)>), es
compacta en E con la topologia débil w(E, E*).

2. = 3.) Para un compacto cualquiera K C E tenemos que (K")? es débilmente com-
pleto y por tanto completo en la topologia de E ([58] 18.4(4)). Si vemos que
es precompacto en E ya tendremos que es compacto en F.
Sabemos que en un espacio localmente convexo la envoltura convexa de todo
precompacto es precompacta ([78] 11,4.3), por tanto co(K) es precompacto,
y asfmismo lo es co(K) = (K®)°. Ahora tenemos que (K")? es completo y
precompacto en la topologia de E, luego compacto y E tiene la ccp.

3. = 1.) Designemos por 7(E*, F) la topologia de Mackey en E*, que es exactamente
la &-topologia para la familia & de los w(E, E*)-compactos, convexos y equi-
librados de E. La condicién ccp implica que la topologia compacto-abierta 7.,
en E* es menos fina que 7(E*, E). En efecto, un entorno bésico de cero en 7,
viene dado como polar de un compacto K C E, sea V = K”. Por tener E la
cep, la envoltura convexa, equilibrada y cerrada de K, digamos H := co(e(K)),
es compacta en E y, en particular, es w(E, E*)-compacta. Asi H” es 7(E*, E)-
entorno de cero y H> C K* implica que K” es 7(E*, E)-entorno de cero. Por
tanto 7., < 7(E*, E), y en consecuencia (E})* C (E*,7(E*, E))*. Por el Teo-
rema de Mackey Arens, (E*, 7(E*, E))* = E, luego (E}))%, se puede identificar
a F,ie. Jg es sobre.

Probamos por ultimo que si E es completo, se dan las condiciones 1., 2. y 3. En
efecto, siendo E localmente convexo y completo, es BB-reflexivo ([24]), es decir
Jp: E — LLE es isomorfismo topolégico. Ahora bien LL.,E C LL.E y, por
tanto, Jg es también sobre. 0

Corolario 6.3.4 Si E,, designa un espacio de Banach infinito dimensional, dotado

de la topologia débil correspondiente a las formas lineales continuas, entonces el

*

encage canonico Jg,: E, — ((Ey)?,

)* es sobre.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que E,, tiene la ccp ([88]I1.C.8). 0

Observaciones 19 Aunque la equivalencia entre 1. y 2. del Teorema 6.3.3 estaba
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probada en [8], hemos seguido ideas de V.Tarieladze para dar una demostracién més
simple de este hecho.

El Corolario pone de manifiesto que la hipétesis de metrizabilidad en la Proposi-
cién 6.3.2 no puede suprimirse en su totalidad. En efecto, siendo Jg_, sobre, E,
tiene la ccp y es un hecho conocido que un espacio de Banach infinito dimensional
con su topologia débil no es completo.

6.3.1 La propiedad ccp en grupos topolégicos

En el contexto de los grupos el teorema andlogo al 6.3.3, es decir el que resultaria
sustituyendo espacio vectorial topolégico por grupo topolégico, formas lineales con-
tinuas por caracteres continuos y el concepto de localmente convexo por localmente
casi-convexo, no es cierto en su totalidad, como veremos a continuacién, aunque si

puede darse una aproximacion al mismo.

Proposicion 6.3.5 Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff localmente casi-
convezxo. Si se verifica una de las siguientes propiedades:

1. ag:G — G es sobre

2. G es completo

entonces G tiene la ccp.

DEMOSTRACION: Por ser G localmente casi-convexo, ag es inyectiva y abierta en la
imagen, asi a;':ag(G) — G es continua.

Por otra parte, si K C G es un compacto, tenemos que K° € Baga(0) y K es
compacto en G,

1. Si ag:G — G™ es sobre, tenemos ag'(K%) =°(K°) = Q(K) es compacto
por ser imagen continua de un compacto en un Hausdorff.

2. Veamos ahora el caso en que G es completo. Se verifica °(K°) = ag' (KN
ac(G)) que es precompacto por ser imagen continua de un precompacto. Por
otra parte, la envoltura casi-convexa es cerrada y, por estar en un completo,
es completa. Luego, Q(K), siendo precompacto y completo, es compacto.
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Aunque las condiciones 1. y 2. separadamente implican que el grupo tenga la
propiedad ccp, veamos con los siguientes ejemplos que son independientes.

Ejemplo 6.3.6 El grupo metrizable, localmente casi-convero, G = L2[0,1] no es
Pontryagin reflexivo (Proposicion 5.2.4), lo que demuestra que ag no es sobre. Por
otra parte G es un subgrupo cerrado de L?[0,1], que es completo. Luego G es com-
pleto.

Ejemplo 6.3.7 El espacio de Komura (Ejemplo 5.3.9) siendo un espacio vectorial
localmente convexo reflexivo es reflexivo como grupo y, por tanto ap es sobre y sin
embargo no es completo.

Estos mismos ejemplos prueban que la propiedad ccp para un grupo topoldgico
G no implica que a sea sobre o que G sea completo.

En efecto el grupo G del Ejemplo 6.3.6 es completo, luego tiene la ccp, y no
verifica 1. Andlogamente, el espacio E del Ejemplo 6.3.7, no es completo y sin
embargo ag es sobre, por lo tanto tiene la ccp.

En resumen, la situacién es que 1. y 2. = (ccp), pero (ccp) & 1. o 2. Sien
vez de considerar el bidual en sentido Pontryagin, consideramos el bidual en sentido
Binz Butzmann, se tiene:

Proposicion 6.3.8 Sea G un grupo topoldgico localmente casi-convexo. Entre las

stguientes afirmaciones:

1. kg:G —=T'.I'.G es sobre
2. G es completo

3. La envoltura casi-convexa de todo compacto es también compacta

se dan las relaciones 1. = 2. = 3. Pero 3. # 1. y 3. # 2.
DEMOSTRACION:
1. = 2.) Si kg es sobre, por ser G localmente casi-convexo, es ya un isomorfismo bicon-

tinuo, por tanto G =2 I'.I'.G que es completo por ser el dual de un grupo de
convergencia localmente compacto (Proposicién 6.1.11).
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2. = 3.) Proposicién 6.3.5 con la hipétesis 2.

Veamos ahora que las otras implicaciones no se dan.

El grupo G del Ejemplo 6.3.6 prueba también que 3. A 1. ya que por ser o continua
['(G") es subgrupo de I'(T'.G) y si ag no es sobre, tampoco puede serlo Kg.
Finalmente el Ejemplo 6.3.7 demuestra que 3. % 2.. 0

Proposicion 6.3.9 Sea G un grupo topoldgico localmente casi-convexo. La en-
voltura casi-convezxa de todo precompacto es precompacta.

DEMOSTRACION: Sea M C G un subconjunto precompacto. La complecién de
G, G, es un grupo localmente casi-convexo ([12]) y se cumple Qg (M) € Qs(M).

A su vez, M es compacto y Qa(M) C Qf(M). Asi, Qz(M) es un compacto

(Proposicién 6.3.5) que contiene a la compleciéon Qg (M). Luego Qi (M) es compacto
y por tanto Qg (M) es precompacto. 0

Cuestion 2 SiG es un grupo localmente casi-convexo metrizable, ;ccp = completo?
Hemos visto que el reciproco es cierto sin necesidad de que el grupo sea metrizable.
Sabemos que el andlogo en espacios vectoriales también es cierto.

6.3.2 Algunas clases de grupos con ccp

Proposicién 6.3.10 Si G es un grupo reflexivo, entonces G y G tienen la
propiedad ccp.

DEMOSTRACION: Es corolario de la Proposicién 6.3.5, teniendo en cuenta que ag y
agn son sobre. 0

También existen grupos no reflexivos que tienen la propiedad ccp (Coro-
lario 6.3.4).

Proposicién 6.3.11 Si G' es un grupo con ag continua, entonces G" wverifica ccp.
En particular, si G es metrizable, G" verifica la ccp.

DEMOSTRACION: Sea K C G compacto. Por ser o continua, K es equicontinuo.
Entonces °K € B;(0) y (°K)° es compacto en G” ([68] 2.2). Y por ser la envoltura
casi-convexa de K un cerrado contenido en (°K)°, es también compacta. 0
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Proposicién 6.3.12 Sea (G, 7) un grupo localmente casi-convexo con la propiedad
cep y sea T' otra topologia de grupo en G, localmente casi-convera, con T < 7' y
tal que el polar °H de todo equicontinuo de (G,7')" es T-cerrado. Entonces, (G,7’)

tiene también la propiedad ccp.

DEMOSTRACION: Sea K C G 7'-compacto. En particular K es 7T-compacto y,
por tener (G,7) la propiedad ccp, su envoltura casi-convexa, Q,(K), es también
T-compacta. Entonces Q,(K) es T-completo.

Sea Q,/(K) la envoltura casi-convexa de K en (G,7’). Féacilmente se ve que

QT’(K) - QT(K)

La familia B'(0) := {°H : H € (G,7")" es equicontinuo } constituye una base
de entornos de 0 en 7/, que por hipétesis son 7-cerrados. Asi, aplicando la Proposi-
cién 4.3.9, Q,(K) es 7/-completo. Ahora Q./(K) es 7'-cerrado dentro del completo
Q- (K), luego es 7'-completo.

Ademds, la envoltura casi-convexa de todo precompacto, en un grupo localmente
casi-convexo, es precompacta (Proposicién 6.3.9) y por tanto lo es @,/ (K).

Luego Q,/(K) es compacto en 7. 0

Observemos que por la Proposicién 6.3.12, tener la propiedad ccp en I'G con la
topologia w(G", G) es méas exigente que tener la ccp en G”.

Proposicion 6.3.13 Si G es un grupo nuclear, metrizable, con ag sobre, entonces

(GM,w(GM, @) verifica ccp.

DEMOSTRACION: Sea K C G/, compacto. Por [5](20.30) G es nuclear, y por
[11], G" verifica la propiedad de Glicksberg, es decir, todo w(G", G™)-compacto
es compacto en G". Siendo G reflexivo ([8] 17.3), la topologia débil w(G",G")
puede identificarse a w(G", G); por tanto K es también compacto en G, y de ag
continua deducimos que K es equicontinuo. Luego °K € Bg(0) y (°K)° es w(G", G)-
compacto. La envoltura casi-convexa es un w(G", G)-cerrado, contenido en (°K)°,
por tanto w(G", G)-compacto (y ademés es compacto en G). 0

En general, si G es un grupo nuclear, G* no verifica ccp (Ejemplo: G espacio
vectorial nuclear, metrizable, no completo).

En [63] se afirma que un grupo G reflexivo admisible (i.e. tal que eq: G* xG — T
es continua) es necesariamente localmente compacto. La clase de grupos para la
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que es cierta esta afirmacién contiene a los grupos con ccp, como demostramos a
continuacion:

Proposicion 6.3.14 Si G es un grupo topolégico tal que la envoltura casi-conveza
de un compacto es compacta y la aplicacion evaluacion eq: G x G — T es continua,
entonces G es localmente compacto.

DEMOSTRACION: Sea el entorno de 1 en T, W = {e?™ . t {—i, ﬂ } Por ser e

continua, existe K C G compacto y V € Bg(0) tales que eq(K° x V) C W. Es
decir V' C °(K?). Si G cumple que la envoltura casi-convexa de un compacto es
compacta, °(K°) es compacto y V es un entorno compacto de cero en G. Luego G
es localmente compacto. 0

Corolario 6.3.15 El grupo Q no tiene la ccp.

DEMOSTRACION: Basta observar que eg es continua (Ejemplo 4.5.5) y sin embargo
@ no es localmente compacto. 0

Lo mismo ocurre para cualquier subgrupo denso de un grupo metrizable, local-
mente compacto.
La ccp no es hereditaria y ademds un grupo nuclear en general no tiene la ccp.

Veamos que mediante la ccp, el resultado de [63] se puede mejorar un poco para
duales, i.e. si un grupo es un dual, se obtiene que la continuidad de la evaluacion
implica que el grupo sea localmente compacto, bajo unas hipétesis menos restrictivas.

Proposicion 6.3.16 Sea G un grupo topolégico con ag continua, entonces son
equivalentes:

a) egn es continua

b) G" es localmente compacto

DEMOSTRACION:

a) = b) Por ser ag continua, G verifica la ccp (Proposicién 6.3.11). Entonces, si ega
es continua, G” es localmente compacto (Proposicién 6.3.14).

b) = a) Es obvio. O
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Capitulo 7

Dualidad y reflexividad en grupos

Hemos visto en los Capitulos anteriores algunas propiedades del dual de convergencia
de un grupo. Seguimos aqui con dicho estudio. Utilizaremos estas propiedades
para estudiar la BB-reflexividad y compararla con la reflexividad en el sentido de
Pontryagin.

Finalmente daremos una definicién de BB-reflexividad fuerte.

En contraposiciéon con lo que ocurre para los grupos topolégicos localmente com-
pactos y sus duales, tenemos que si H es un grupo de convergencia localmente com-
pacto, en general I'.H no es localmente compacto, como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.0.1 Sea B un espacio de Banach infinito dimensional. H := I'.B es
localmente compacto, sin embargo I'.H no lo es. En efecto, todo espacio de Banach
es reflexivo en sentido Pontryagin ([80]) y, por otra parte, en todo grupo metrizable
son equivalentes la reflexividad en sentido Pontryagin y la BB-reflexividad ([28]),
esto nos da los siquientes isomorfismos topolégicos T.H = T'.I'.B = B" = B. FEs
obvio que B no es localmente compacto.

7.1 Reflexividad en sentido Pontryagin y BB-
reflexividad

Proposicion 7.1.1 5i G es un grupo de convergencia BB-reflexivo, todo subgrupo
H de G dualmente cerrado y dualmente sumergido, es BB-reflexivo.

143
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DEMOSTRACION: La aplicacién kg: H — I'.I'.H es siempre continua. Y es inyectiva
porque lo es kg, ya que G es BB-reflexivo. Consideramos ahora el siguiente diagrama

commutativo .
rI.H —% T.(I.G/H°)

o o
H RelH oo

Entonces, kg es sobre y /fl_f es continua, porque 'y es un homomorfismo continuo
o . . .
y &% y kG| g son isomorfismos bicontinuos. 0

El ejemplo de Leptin de un subgrupo cerrado, no reflexivo de un producto de
grupos discretos [61], demuestra que hay subgrupos dualmente cerrados y sumergidos
de grupos reflexivos en sentido Pontryagin que no son reflexivos. Asi pues el analogo
a la Proposition 7.1.1 en la reflexividad de Pontryagin no se verifica.

Hacemos, ahora, un estudio comparativo de propiedades relacionadas con la
reflexividad de un grupo topoldgico en el sentido ordinario, de Pontryagin, y sus
andlogas en relacién a la BB-reflexividad. En [29] se establece que en general no son
comparables ambos conceptos de reflexividad. Podemos precisar que la clase de los
grupos topoldgicos donde coinciden las dos reflexividades contiene a los localmente
compactos y a los metrizables.

En el Teorema 6.2.2 hemos visto que los biduales de un grupo topolégico coin-
ciden si y sélo si ag es continua y G” es un kp-grupo, como consecuencia de esto
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.1.2  a) Los grupos Cech completos son BB-reflexivos si y sdlo si son
reflexivos en sentido Pontryagin.

b) La suma directa de grupos topoldgicos localmente compactos es BB-reflexivo.

DEMOSTRACION:

a) Sea G un grupo Cech completo. Se comprueba directamente usando la defini-
cién que G es un k-grupo, por tanto ag es continua ([68]).
Por otra parte, G es también k-grupo. En efecto, por ser G Cech completo,
existe un subgrupo compacto K C G tal que G/K es metrizable y completo.
Entonces (G/K)" es k-espacio; en particular es k-grupo, y (G/K)" = K° ([§]
(14.1)). Siendo K° un subgrupo abierto de G", obtenemos por [68] que G es
k-grupo. Luego las reflexividades coinciden (Teorema 6.2.2).
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b) Es conocido que los productos y las sumas directas de grupos localmente com-
pactos son reflexivos en sentido Pontryagin ([51]), siendo el dual de la suma
directa de grupos topoldgicos, topoldgicamente isomorfo al producto de los
duales de dichos grupos y reciprocamente. Por otra parte, el producto de
grupos localmente compactos es k-grupo. Asi, aplicando de nuevo el Teore-
ma 6.2.2 concluimos que la suma directa de grupos localmente compactos es

BB-reflexivo.
O

Observacion 20 Para espacios vectoriales localmente converos, la BB-reflexividad
es equivalente a la completitud, sin embargo el resultado andlogo para grupos local-
mente casi-converos no es cierto, como prueba el ejemplo G = L2[0,1] (cfr. Ejem-
plo 6.1.10).

Denotemos por C,,(X) el espacio localmente convexo de las funciones continuas
de un espacio topoldgico X en R, con la topologia compacto-abierta. Si X es un
espacio compacto, entonces Ceo(X) y Ceo(X, T) son grupos metrizables, reflexivos
en ambos sentidos.

Un espacio topolégico es Nachbin-Shirota si y sélo si C.,(X) es tonelado. La clase
de los espacios topoldgicos Nachbin-Shirota contiene a todos los paracompactos pero
no a los localmente compactos (cfr. [5]).

Proposicion 7.1.3 Sea X un espacio topoldgico completamente regqular, entonces
Ceo(X) es BB-reflexivo si y solo si X es kg-espacio.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que C.o(X) es completo si y sélo si X es
kg-espacio ([62] Proposicién XIII.4.5). 0

Proposicién 7.1.4 Si X es Nachbin-Shirota y kg-espacio, entonces Ceo(X) es re-
flexivo en sentido Pontryagin. En particular, si X es hemicompacto y kg-espacio,
Ceo(X) es Pontryagin reflexivo.

DEMOSTRACION: Por ser X un kg-espacio, C.,(X) es BB-reflexivo. Basta ver que
ac,,(x) s continua y esto se cumple por ser X Nachbin-Shirota. 0
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Ejemplo 7.1.5 C(Q) con la topologia compacto-abierta es espacio vectorial
topoldgico, localmente convexo, no metrizable que es BB-reflerivo, ya que es com-
pleto por ser Q kr-espacio y es, ademds, reflexivo en sentido Pontryagin porque Q
es Nachbin-Shirota.

C(Q, T) con la topologia compacto-abierta es un grupo topoldgico localmente casi-

convexo, no metrizable, que es también reflerivo en los dos sentidos. FEn efecto,
utilizamos que C(Q,T)" es el grupo libre engendrado por Q ([44]).

7.2 BB-reflexividad de los subgrupos abiertos

En [10] se demuestra que los subgrupos abiertos de un grupo topolégico abeliano
determinan el comportamiento del grupo respecto de la reflexividad. Vamos a es-
tudiar aqui esta propiedad para la BB-reflexividad. Ya vimos en la seccién 3.3 que
todo subgrupo abierto de un grupo de convergencia es dualmente cerrado y dual-
mente sumergido, y que toda red convergente de caracteres continuos definidos en un
subgrupo abierto, se puede elevar a una red convergente definida en todo el grupo.
Usaremos ahora estas propiedades.

Teorema 7.2.1 Sea A un subgrupo abierto de un grupo de convergencia de Haus-
dorff G. Entonces G es BB-reflexivo si y solo si A es BB-reflexivo.

DEMOSTRACION: Sean kg:G — I'.I'.G y ka: A — T'.I' A las inmersiones candnicas
en el bidual. Por la definicién de la estructura de la convergencia continua, estas

aplicaciones, kg y K4, son siempre continuas.

—) Supongamos que G es BB-reflexivo, queremos ver que 4 es un isomorfismo
de grupos de convergencia.

1. K4 es inyectiva.
Sea a # b en A. Por ser G BB-reflexivo, tiene suficientes caracteres continuos,
y podemos encontrar x € I'.G' tal que x(a) # x(b). Entonces rx4(a)(x|a) =

xja(a) # x14(b) = £a(b)(x|4)-

2. KA es suprayectiva.
Sea i: A — G la inclusion natural. El siguiente diagrama

4 X ¢
nAl l’iG

r.or.4A T oror.o
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es commutativo. Por ser kg suprayectiva, para cada x € I'.I' A, existe g € G
tal que I'Ti(x) = ke (g). Basta ver que g € A, ya que entonces k4(g) = X,
porque A es dualmente sumergido y por tanto I'T% es inyectiva. Supongamos
que g ¢ A; como A es dualmente cerrado, existe 5 € I'.G tal que B(A) =0y
B(g) # 0. Entonces (I'Ti(x))(8) = x(I'i(3)) = x(Bja) = 0, pero por otra parte
(I'Ti(x))(B) = (ka(9))(B) = B(g) # 0, y llegamos a una contradiccion.

3. n;‘l es continua.
Consideramos una red convergente en I'.I' A. La podemos tomar de la forma
ka(xo) para alguna red (z4)aep en A, y designamos como k4 (x) al limite.
Vamos a demostrar que (z,) converge a x en A. Ya que I'T% es continua,
kG(Ta) = kgi(za) = TTika(za) — TTika(z) = kgi(z) = kg(x) ¥, como Kg'
es también continua, z, — .

<) Supogamos ahora que k4 es un isomorfismo bicontinuo.

1. kg es inyectiva.

Sean g, ¢’ € G con g # ¢'. Distinguiremos dos casos:

Sig—g ¢ A, consideramos [g — ¢'] # [0] en G/A. Como G/A es discreto,
tiene suficientes caracteres continuos y podemos encontrar x € I'.(G/A) tal
que x[g] # x[¢']. Consideramos xp € T'.G, donde p: G — G/A, y entonces
(ra(9))(xp) = xp(9) = xlg] # xlg'l = (ka(9) (xp) = ralg) # ralg).
Sig—g € A, sea B € TA tal que B(g — ¢') # 0. Como A es dualmente
cerrado, 3 se puede extender a un cardcter 5 € I'.G. Asi B(g) # B(g) vy

ka(9) # ka(g')-

2. kg es suprayectiva.
Consideremos el siguiente diagrama commutativo:

A = ¢ L g/A

kA l kG l l KG/A

ror.4 2 orr.e 22 oro.c/a)
donde kg4 es suprayectiva porque G /A es discreto y p es también suprayec-
tiva.
Si x € IIG, existe g € G tal que I'Tp(x) = rgallg]) = kgar(g) =
I'Tpre(g). Entonces TTp(x — kg(g)) =0, v asi x — ka(g) € Ker T'Tp.
Basta demostrar que Ker I'T'p C Im I'T% porque entonces x — kg(g) =
I'Ti(ka(a)) = kgi(a), para algin a € A. Y asi x = kg(g +a) con g+a € G.
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Para probar Ker I'T'p C Im I'T%, veamos que, para cada ¢ € Ker I'T'p, existe
un caracter ¢ en I'.I'cA que hace commutativo el siguiente diagrama

. 5 or.A

el Sy
T

y asi I'Ti(¢) = .

Para cada & € [' A, existe £ € I'.G tal que F(g) = {. Definimos (&) := <p(§~)
que hace commutativo el diagrama. Estd bien definida, porque Fz(g )= I‘i(é’ )
=¢—¢eXKeri=ImIp. Siy€ I'.(G/A) es tal que I'p(x) = £ — ¢, tenemos
p(€ — &) = o(px) =TTpp(x) = 0, es decir, p(§) = (£).

La continuidad de 1 se deduce de la Proposition 3.3.9. Sea £, — &£ en T' A
y tomamos sus extensiones &u, € en I'.G, tal que &, A ¢. Entonces, V(&) =

YTi(€) = p(&a) — @(€) = YTi(€) = ¥(&).

3. nal es continua.
Basta ver que (kg|,) " es continua. Sea kg(ha) — kg (h), unared convergente
en I'.I'.G con (hy)acp C A. Por ser A dualmente cerrado, h € A. Queremos
demostrar que hy, — h, pero esto es equivalente a k4(hy) — Ka(h), por ser
k4 un isomorfismo bicontinuo.

Si (xg)per es una red en I''A con x3 — X, por la Proposicién 3.3.9 pode-
mos elevarla a una red convergente en I':G. Es decir, existen xj3, x tal
que Ti(xg) = x3, I'i(X) = x ¥y Xg — X- Tenemos ahora ka(ha)(xs)
TTikA(ha) (X5) = Ka(ha) (%) — KG(R)(X) = TTira()(R) = sa(h)(x).
entonces k4(hy) — ka(h) como queriamos.

o =

7.2.1 Aplicaciones

Mencionamos ahora dos clases importantes de grupos de convergencia que, en sendos
trabajos ([16] y [26]), ha sido probado que son BB-reflexivos. De hecho la técnica
comun que emplean para ello es considerar un destacado subgrupo abierto y ver que
éste es BB-reflexivo. Después, haciendo todos los calculos ad casum, se llega a que
el grupo de partida es también BB-reflexivo. Estos calculos se pueden evitar con
nuestro resultado (Teorema 7.2.1) que es abstracto y por tanto general.

En primer lugar, en [26] se considera el grupo de las funciones continuas definidas
en un espacio topolégico compacto X, con valores en el toro S', dotado de la es-
tructura de la convergencia continua, C.(X, S'). Dentro de este grupo se destaca el
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conjunto de las funciones que son proyeccién de funciones reales continuas: es decir,
si p designa la proyeccién recubridora de R — S definida por r — > y C.(X)
las funciones reales continuas en X, pxC.(X) := {pf : f € Co(X)} constituye un
subgrupo abierto, BB-reflexivo de C.(X, S'). Este hecho deriva ficilmente del resul-
tado de que C.(X) es reflexivo, obtenido por el mismo autor. Por tanto, podemos
concluir directamente que C.(X,S') es también BB-reflexivo.

En [16] se demuestra la BB-reflexividad de los grupos C*(M, S'), formados por
las funciones de clase C* definidas en una variedad compacta y conexa M de clase
C*, dotados de la topologia de la convergencia uniforme en todas las k-derivadas.
Para ello se considera el grupo de las funciones reales de clase C*, definidas en la
variedad M, C*(M), dotado de la C*-topologia y se pasa al cociente C¥(M)/CE (M),
donde Cf(M) designa las funciones de C*(M) que sélo toman valores enteros. Des-
pués se comprueba que dicho cociente se puede identificar a py(C*(M )), que es un
subgrupo abierto de C*(M, S') y se estudia su BB-reflexividad. De nuevo, aplicando
nuestro resultado, se obtiene ya la BB-reflexividad de C*(M, S*).

7.3 BB-reflexividad de los cocientes

En [10] se estudia el comportamiento de los cocientes de Hausdorff de grupos
topolégicos, respecto a la reflexividad de Pontryagin. Vamos a ver aqui que se
verifican resultados andlogos a los obtenidos en el Teorema 2.6 de [10] para la BB-
reflexividad. Ademads se puede prescindir de una hipétesis en el citado Teorema.

Teorema 7.3.1 Sea K un subgrupo compacto de un grupo topolégico de Hausdorff
G, con suficientes caracteres continuos. FEntonces G es BB-reflexivo si y solo st
G/K es BB-reflexivo.

DEMOSTRACION:
—) En esta implicacién no es necesario que G sea topoldgico.

Si G es BB-reflexivo, es isomorfo a I'.I'.G y, si K es compacto, por la Proposi-
ci6én 3.3.4, kg(K) = K. Por tanto podemos identificar G/K con I'.I'.G/K°.
Por el Teorema 7.2.1 se tiene que K° es BB-reflexivo ya que es un subgrupo abierto
del grupo BB-reflexivo I'.G. También lo es su dual I'.K°.
Ademas, por el Corolario 3.3.10, la aplicacién natural ¥go: ' .T'.G/K? — I'.K° es
un isomorfismo bicontinuo. Asi, G/K es isomorfo al grupo BB-reflexivo I'. K°.
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)

1. kg es inyectiva porque G tiene suficientes caracteres continuos.

2. kg es suprayectiva.

.Ka

Consideremos el diagrama commutativo

i

o — K - ¢ X G/K — 0

KK l KRG l l RG/K

r.r.x ™ rr.e 22 o (G/K)
Sea x € I'.I':G, por ser rg/y isomorfismo, existe g € G tal que I'T'p(x) =
ka e (p(g)) y por tanto I'Tp(x — Kke(g)) = 0. Si se cumple que Ker I'Tp C
Im I'T'i, entonces existe ¢ € I'.I'.K tal que I'Ti(v)) = x — kg(g). Como K
es subgrupo compacto, kx es isomorfismo, y se puede determinar z € K con
ki (z) =v. Asi x — kg(g) =TTi(¢) = ITi(kk(2)) = kgi(z) = ka(z) implica
X = kG(z = 9).
Veamos ahora que Ker I'l'p C Im I'T'i. Sea ¢ € Ker I'l'p; definimos v de forma
que haga commutativo el diagrama

r.c % r.x

el S
T

y asi tendremos ['Tiy) = ' = .

Dado ¢ € T' K, consideremos £ una extensién a T'.G' y definimos 9 (€) := o(€).
Se ve que esta bien definida de la misma forma que en el Teorema 7.2.1. Y
como I'.K es discreto, ¢ es continua.

I es continua.

Sea (ga)acp una red en G tal que rg(ga) — 0. Entonces rg/gxp(ga) =
I'Tprc(ga) — 0y, como estamos suponiendo que Kg/k €s isomorfismo bi-
continuo, p(gs) — 0.

Por el Teorema 1.7.1, para 0 € K, existe hg — 0 con p(hg) = p(ga,) ¥y
(gaﬁ)gepl subred de (gq)acp. Tenemos asi que hg — Yoy € K que es compacto,
luego existe una subred h, — g, convergente a k € K. Veamos que k es 0.

Si k # 0, tomamos un cardcter £ € I'.G tal que {(k) # 1. Entonces
E(hy — g7) — €(k) # 1,y €(hy) — 1 implica &(g,) — £(k) # 1. Por otra
parte £(gy) = ka(gy)(§) y, por hipétesis kg(gy) — 0, con lo que llegamos a
una contradiccién.

Tenemos pues que g, — 0.
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Este mismo argumento lo podemos repetir para todas las subredes de (ga)acD
y obtenemos que toda subred de (gq)aep tiene una subred convergente a 0y
asi, como en G se verifica el axioma de Urysohn, (g4 )acp converge a 0.

7.4 Reflexividad fuerte

La definicién de grupo topolégico fuertemente reflexivo (en sentido Pontryagin), que
aparece en [20] y que puede ser simplificada de acuerdo con ([8] 17.1), es la siguiente:
un grupo topoldgico reflexivo G es fuertemente reflexivo si cada subgrupo cerrado y
cada cociente de Hausdorff de Gy de G” son reflexivos. Demostraremos que en el
marco de la BB-reflexividad de grupos de convergencia se puede dar una definicién

todavia mas simple.

Diremos que un grupo G de convergencia BB-reflexivo es fuertemente BB-
reflezivo si los cocientes G/H y I'.G/L son BB-reflexivos para todos los subgrupos
cerrados H y L de G y de I'.G respectivamente.

Para justificar esta definicién demostraremos en la Proposicién 7.4.1 que las
condiciones requeridas en la definicién implican que también los subgrupos cerra-
dos de G y de I'.G son BB-reflexivos. Esto es debido a que el isomorfismo
®H.T.(G/H) — H°, siendo G grupo de convergencia y H subgrupo cerrado,
es automdticamente bicontinuo (Proposicién 3.0.3). Sin embargo, el isomorfismo
o (G/H)" — H°, en general, no tiene inverso continuo.

Teorema 7.4.1 Si G es un grupo de convergencia fuertemente BB-reflexivo, en-
tonces:

a) Los subgrupos cerrados de G son dualmente cerrados.

b) Para cada subgrupo cerrado H de G, los homomorfismos ®:T.(G/H) — H°,
o= /-@G‘H_loq)Ho: r.r.G/H°) - HyVy:T'.G/H® — T'.H son isomorfismos
bicontinuos.

¢) Los subgrupos cerrados de G son dualmente sumergidos.
d) Los subgrupos cerrados de G son BB-reflexivos.

e) T'.G es fuertemente BB-reflexivo. Y, por tanto, satisface a), b), ¢) y d).
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DEMOSTRACION:

a) Por ser G fuertemente BB-reflexivo, para cada subgrupo cerrado H de G, el co-
ciente G/H es BB-reflexivo y, por tanto, tiene suficientes caracteres continuos.
Luego, H es dualmente cerrado.

b) @ y &1 son siempre isomorfismos bicontinuos (Proposition 3.0.3).

Consideramos ahora el homomorfismo ¢ = kg g Lo ®1° Hemos visto
en el apartado anterior que H es dualmente cerrado y G es BB-reflexivo
por hipétesis, entonces kg y: H — H es isomorfismo bicontinuo (Proposi-
cién 3.0.2), luego ¢ también lo es.

Finalmente, consideramos el siguiente diagrama

r.G/He “2<¢/™° D I.(T.G/H°)
‘Ile TI‘(DHO
r.H & T H*
INtellcs

donde Kr g pe, e’ y kG g son isomorfismos bicontinuos, y asi obtenemos
que Vg es isomorfismo bicontinuo.

c¢) Para cada cardcter x en I'.H, por el iltimo isomorfismo bicontinuo del aparta-
do b), \11;{1 (x) define un carédcter en I'.G/H®° que compuesto con la proyeccién
p:I'.G — T'.G/H°, nos da un caracter en I'.G que extiende a .

d) Por a) y c) respectivamente, todos los subgrupos cerrados de G son dualmente
cerrados y dualmente sumergidos. Entonces, la Proposicién 7.1.1, nos dice que
son BB-reflexivos.

e) Por ser G fuertemente BB-reflexivo, I'.G y sus cocientes son BB-reflexivos. Y
las condiciones en su dual, I'.I' .G, se cumplen porque es isomorfo a G.

Los grupos topolégicos localmente compactos son fuertemente reflexivos en sen-
tido Pontryagin y también son fuertemente BB-reflexivos. Los siguientes teoremas
demuestran que hay grupos topoldgicos fuertemente BB-reflexivos que no son local-
mente compactos.

Teorema 7.4.2 Sea {G),}nen una sucesion de grupos topoldgicos localmente com-
pactos. Entonces G = [[ G, es fuertemente BB-reflexivo.
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DEMOSTRACION: En [8](17.3), se demuestra que G es Pontryagin fuertemente re-
flexivo, entonces, para todo subgrupo cerrado H de G, el cociente G/H es Cech
completo y Pontryagin reflexivo, y por 7.1.2 BB-reflexivo.

Sea L un subgrupo cerrado de I'.G. Por ser G" k-espacio, 7., es la topologfa
asociada a la estructura de la convergencia continua y L es un subgrupo cerrado
de G". Ademés G es Pontryagin fuertemente reflexivo, entonces L es dualmente
cerrado y existe un subgrupo cerrado H de G tal que H® = L ([8](14.2)). Veamos
que I':G/H? es BB-reflexivo.

El grupo de convergencia I' .G es localmente compacto y también lo son sus co-
cientes (Proposicién 1.3.8). Entonces I'.(I'.G/H?) es topoldgico y tiene la topologia
compacto-abierta (Proposicién 3.2.5). Por otra parte, el grupo topolégico asociado
al.G/H° es G"/H° (Proposicién 1.4.2) y entonces los caracteres continuos son los
mismos (Proposicién 1.4.1), I'(T'.G/H°) = T'(G"/H®).

Tenemos los siguientes isomorfismos bicontinuos I'.(I':G/H°) = H*” = kg(H) = H
y ¢ :T.G/H° — I'.H es un isomorfismo continuo, ya que H es dualmente sumergi-
do. Teniendo en cuenta el siguiente diagrama

I.G/Ho ~2<CM° DI (T.G/H)
/| o
| ; (— T H*

Fken

basta ver que ¥~ ! es continuo. Para ello, por ser I'.H localmente compacto, sélo es
necesario demostrar que la restriccién de ¢~ a cada subconjunto compacto de I'. H
es continua (Proposicién 1.5.4).

Sea C un subconjunto compacto de I':H y sean i : H — G la inclusion y
p: .G — T'.G/H° la proyeccién canénica; C es topoldgico y equicontinuo. En-
tonces, en [8](8.2) se demuestra que existe un conjunto equicontinuo E en I'G tal que
I'i(E) = C. Sea E la 7e,-clausura de E; E es 7.-cerrado y equicontinuo, por tanto
es compacto en G". Siendo ag continua, E es también compacto en I'.G. Conse-
cuentemente p(E) es compacto en I'.G/H°. Y, ya que p~(C) C v~ HTi(E)) = p(E)
y ¥~ 1(C) es cerrado en I'.G//H®, tenemos que ¢~ (C) es compacto en I'.G/H®.

Veamos ahora que 1)~ (C) es topolégico:
El conjunto K = E es topolégico y compacto en G = 3" G); asi pues, existe n € N
tal que K C G + G4 + ...+ G, =: G" y p(K) C p(G™) que es topolégicalmente
isomorfo a G /G"NH°. Veamos que la topologia que G"/G"NH? hereda de I'.G/H°
es la topologia cociente natural. Sea F un filtro en G™/G™ N H° convergente a [z] en
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la topologia cociente, ¢ : G — G™/G™ N H® la proyeccién canénica y H un filtro en
G" convergente a z € ¢~ '([z]) tal que ¢(H) C F. Si L converge a y en G = [[ Gy,
H(L) — z(y), ya que H es un filtro convergente a z en G = G{ + G4 + ... + G);
pero ademéas H — x en I' .G, luego F — [z] en I'.G/H°.

Hemos visto que para todo compacto C de T'.H, ¥ 1(C) es compacto y
topolégico. Entonces, el isomorfismo continuo 1 : ¥~1(C) — C es un isomorfis-
mo topolégico y w‘z} es continuo. 0

Para la clase de los grupos nucleares tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.4.3 Todo grupo nuclear, metrizable y completo es fuertemente BB-
reflexivo.

DEMOSTRACION: Por [8](17.3), todo grupo nuclear, metrizable y completo G es
Pontryagin fuertemente reflexivo. Entonces, para cada subgrupo cerrado H de G,
H y G/H son Pontryagin reflexivos y, por ser metrizables, son también BB-reflexivos

([28))-

El dual de convergencia de un grupo BB-reflexivo es BB-reflexivo, asi I'.G y I'.H
son BB-reflexivos.

Sea L un subgrupo cerrado de I'.G. Siendo 7., la topologia asociada a la es-
tructura de la convergencia continua, L es un subgrupo cerrado de G”*. Razonando
como en la demostracion del Teorema 7.4.2, existe un subgrupo cerrado H de G tal
que H? = L. Usando ahora que I'.G/H? es bicontinuamente isomorfo a I'.H ([27]),
obtenemos que I'.G/H® es BB-reflexivo. n

7.5 Propiedades X1 y X2

En el contexto de los espacios localmente convexos uno de los resultados més impor-
tantes es el Teorema de Hahn-Banach, con sus multiples consecuencias. Por ejemplo:
todo espacio localmente convexo tiene suficientes funcionales lineales para separar
puntos; todo subespacio cerrado de un espacio localmente convexo es débilmente
cerrado y todo funcional lineal continuo definido en un subespacio de un espacio lo-
calmente convexo se extiende a funcional lineal continuo definido en todo el espacio.

Si nos situamos ahora en el marco de los espacios vectoriales topoldgicos, estas
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propiedades ya no se verifican en general, y cabe hacer las siguientes definiciones,
ya conocidas en la literatura.

Sea F un espacio vectorial topolégico y M C E un subespacio lineal cerrado.

Se dice que M tiene la propiedad de extension de Hahn-Banach (HBEP) si todo
funcional lineal continuo definido en M se extiende a E. El espacio E tiene la
propiedad de extension de Hahn-Banach (HBEP) si todo subespacio cerrado tiene
dicha propiedad.

Diremos que M es un subespacio débilmente cerrado si para cada z ¢ M existe
un funcional lineal continuo f € E* tal que f(z) #0y f(M) = {0}.

A continuacién estudiamos algunas relaciones esenciales entre estos conceptos.
Posteriormente nos plantearemos las definiciones analogas dentro del marco de los
grupos topoldgicos. Aunque hemos obtenido atin muy pocos resultados, nos parece

un tema importante ya que los subgrupos y cocientes son esenciales al tema de
dualidad.

Lema 7.5.1 Si un espacio vectorial topoldgico E tiene la propiedad de extension de
Hahn-Banach, entonces tiene suficientes funcionales lineales continuos para separar

puntos.

DEMOSTRACION: Sea x € E distinto de cero. Consideramos H = Rz y f: H — R
lineal y continua tal que f(z) = 1. La extensién de f a F separa = de 0. 0

Lema 7.5.2 Un espacio vectorial topoldgico E tiene la propiedad de extension de
Hahn-Banach si y solo si todo subespacio cerrado M C FE, es débilmente cerrado.

DEMOSTRACION:

=) Sea M C FE un subespacio cerrado, E/M tiene la propiedad de extensién
de Hahn-Banach y, por el lema anterior, tiene suficientes funcionales lineales
continuos para separar puntos. Asi M es débilmente cerrado.

<) Sea M C E un subespacio cerradoy ¢ € M*\{0}. Consideremos el subespacio
cerrado de E, N = Ker ¢ C M y x € M \ N. Por ser N débilmente cerrado,
existe ¥ € E* tal que (V) = 0y ¢(x) = p(z) # 0. Veamos que 9 es extension
de . Sim € M, existen k € R y n € N tal que m = kx + n, ya que se verifica
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M = Rz + N. Entonces ¥(m) = ky(z) + (n) = kp(z) = p(kx) + p(n) =
p(m). 0

Para un subespacio cerrado M de un espacio vectorial topolégico F, no son
proposiciones equivalentes “tener la propiedad de extensién de Hahn-Banach” y
“ser un subespacio débilmente cerrado” ([50] pag.60). Sin embargo, como acabamos
de ver, si una de las dos condiciones se da para todos los subespacios cerrados de F,
también se da la otra.

Diremos que un grupo topolégico G tiene la propiedad X1 si y s6lo si todos sus
subgrupos cerrados son dualmente cerrados y diremos que tiene la propiedad X2 siy
sélo si todos sus subgrupos cerrados son dualmente sumergidos. Estas propiedades,
aunque ya habian sido estudiadas para algunas clases de grupos topoldgicos, se
definieron explicitamente en [20]. De hecho hemos seguido su terminologia. También
cabe definirlas en grupos de convergencia.

Las siguientes clases de grupos verifican X1y X2:

e localmente compactos ([66])

productos de localmente compactos ([52])

e nucleares ([8])

fuertemente reflexivos en sentido Pontryagin ([10])

fuertemente BB-reflexivos (Teorema 7.4.1)

Los espacios de Banach infinito dimensionales considerados con su estructura de
grupo no tienen las propiedades X1 y X2 ([8]). Por tanto un grupo reflexivo no
verifica necesariamente X1 y X2.

Si un grupo BB-reflexivo cumple X1 y X2, todos sus subgrupos cerrados son BB-
reflexivos (Proposicién 7.1.1). X1y X2 son hereditarias para subgrupos cerrados y
cocientes de Hausdorff ([20]).

A continuacién probamos que estas propiedades se pueden caracterizar simple-
mente por el comportamiente de un subgrupo abierto en relacién a ellas.

Teorema 7.5.3 Sea G un grupo topoldgico y A C G un subgrupo abierto, entonces
G tiene las propiedades X1 y X2 si y sélo si A las tiene.
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DEMOSTRACION: Por ser A un subgrupo cerrado, si G tiene las propiedades X1 y
X2, A también las tiene.

Veamos el reciproco.
Supongamos que A tiene la propiedad X1. Sea H un subgrupo cerrado de G y
x € G\ H. Distinguiremos dos casos:

a) Sixz ¢ A+ H, por ser A+ H un subgrupo abierto de G, es dualmente cerrado
y existe x € I'G tal que x(z) # 1y x(A+ H) = 1, en particular x(H) = 1.

b) Siz € A+H,seaa ¢ H tal quex = a+h con h € H. Por ser ANH un subgrupo
abierto de Ay a ¢ AN H, existe x € ['A tal que x(a) #1y x(ANH) =1, es
decir x € (ANH)? C T A. Considerando ahora los isomorfismos I'(A/ANH) —
(ANH)Yy AJANH — A+ H/H, obtenemos un caracter Y’ € I'(A+ H) tal
que '(a) # 1y X'(H) = 1. Asi /() = X'(a+h) = (@)X (h) = X'(a) # 1. Y
este cardcter se puede extender a G porque A + H es un subgrupo abierto de
G y por tanto es dualmente sumergido.

Supongamos ahora que A tiene la propiedad X2. Sea H C G un subgrupo cerrado
y x € I'H. Entonces, por ser A N H un subgrupo cerrado de A, es dualmente
sumergido y existe ¥ € I'A que es extensién de xjang. Definimos x' € I'(A + H) de
la siguiente forma: x'(a+h) = x(a)x(h). Estéd bien definida porque X|ang = X|an#-
Es continua porque su restricciéon a un subgrupo abierto, X\, A = X, s continua. Y es
extensién de y. Ahora basta extender a G considerando que A + H es un subgrupo
abierto. O

Proposicion 7.5.4 Sea G un grupo topoldgico y H C G un subgrupo. Entonces H
es dualmente cerrado si y sélo si H es cerrado en la topologia de Bohr, 7.

DEMOSTRACION: =) es facil. <) [79]. 0

Tratemos ahora el caso en que el grupo topoldgico E sea el grupo subyacente
a un espacio vectorial topoldégico. Obviamente si E verifica X2, también verifica
la propiedad de extensién de Hahn-Banach, no siendo cierta la reciproca. Ademéds
tenemos la siguiente relacién:

Proposicion 7.5.5 Un subespacio cerrado M C E es débilmente cerrado si y sélo si
es dualmente cerrado como subgrupo de E considerado con su estructura aditiva. Y
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tiene la propiedad de extension de Hahn-Banach si y sélo si es dualmente sumergido
como subgrupo de E.

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata de que la aplicacién Tg: E* — T'E
sea un isomorfismo de grupos y de la Proposicién 5.0.3. 0

En espacios vectoriales metrizables, la propiedad de extensiéon de Hahn-Banach
v la propiedad X1 estan relacionadas con la reflexividad y la reflexividad fuerte,

como probamos a continuacion.

Proposicion 7.5.6 Sea E un espacio vectorial topoldgico, metrizable y completo.

a) Tener la propiedad de extension de Hahn-Banach es equivalente a ser Pon-

tryagin reflexivo.

b) Tener la propiedad X1 equivale a ser Pontryagin fuertemente reflexivo.

DEMOSTRACION:

a) En espacios vectoriales métricos completos, tener la propiedad de extensién de
Hahn-Banach es equivalente a ser localmente convexo ([50] 4.8) y esto a su vez
es equivalente a ser BB-reflexivo o Pontryagin reflexivo.

b) Los grupos fuertemente BB-reflexivos tienen la propiedad X1. Veamos el
reciproco para espacios métricos completos.
Si E es métrico completo y tiene la propiedad X1, también tiene la propiedad
de extension de Hahn-Banach y entonces es localmente convexo. Si E es local-
mente convexo metrizable y tiene la propiedad X1 es un espacio nuclear ([9]).
Los espacios localmente convexos nucleares son grupos nucleares ([8] 7.4) y los

grupos nucleares, metricos, completos, son Pontryagin fuertemente reflexivos

([8](17.3)). 0

Nos preguntamos si para grupos se verifican las siguientes relaciones, analogas a

las de espacios vectoriales:

Cuestion 3 Si un grupo tiene la propiedad X2, stiene suficientes caracteres con-

tinuos?

Cuestion 4 s Un grupo tiene X1 si y sélo si tiene X27?



Capitulo 8

Aproximacion al Teorema de
Eberlein-Smulyan para grupos
topoldgicos

Queremos probar, para grupos topolégicos metrizables, un Teorema andlogo al de
Eberlein-Smulyan-Grothendieck para espacios vectoriales. Con esta finalidad uti-
lizaremos el concepto de espacio angélico y probaremos que todo grupo metrizable
cuyo dual separe puntos es angélico con respecto a su topologia de Bohr.

8.1 Espacios angélicos. Definicion y propiedades

La nocién de espacio angélico fue introducida por Fremlin. Recordamos en este
apartado algunas definiciones relacionadas con ellos y daremos resultados conocidos
en los que nos apoyaremos. Incluimos demostraciones de los mismos cuando son
distintas de las hechas por otros autores.

Sea X un espacio topolégico y A un subconjunto de X.

e Un punto zg € X es un punto de aglomeracion de una red si existe una subred

convergente a g,
e A es compacto si toda red de A tiene un punto de aglomeracién en A,
e A es relativamente compacto si A es compacto,

159
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e A es numerablemente compacto si toda sucesién de A tiene un punto de aglo-
meracién en A,

o A es relativamente numerablemente compacto si toda sucesién de A tiene un
punto de aglomeracién en X (en general, esto no es lo mismo que decir que A
es numerablemente compacto),

e A es secuencialmente compacto si toda sucesién de A posee una subsucesion
convergente a un punto de A.

Es inmediato que compacidad y compacidad secuencial implican ambas la com-
pacidad numerable, pero en general no se verifican otras implicaciones entre estos
conceptos. A continuacién mencionamos ejemplos estandard que asi lo prueban. En
el marco de los espacios metrizables se da la equivalencia de las tres propiedades.

Ejemplo 8.1.1 X = H I con I, =10,1] .
reR
X es compacto y no secuencialmente compacto.

Ejemplo 8.1.2 X = [0,Q) con Q el primer ordinal no numerable dotado de la
topologia del orden.
X es secuencialmente compacto y no compacto.

Ejemplo 8.1.3 X = H I, x[0,9) con I, =[0,1] y Q el primer ordinal no numer-
reR

able.
X no es compacto ni secuencialmente compacto pero es numerablemente compacto.

Un espacio topolégico de Hausdorff X se dird que es angélico si para todo sub-
conjunto A C X relativamente numerablemente compacto se verifica:
i) A es relativamente compacto

ii) Para cada b € A existe una sucesién en A convergente a b

Lema 8.1.4 Sea X un espacio angélico, S = (x,) una sucesion relativamente nu-
merablemente compacta y sea z un punto de aglomeracion de S. FEntonces existe
una subsucesion de S convergente a z.
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DEMOSTRACION: Si card {n € N : x, = z} es infinito, tenemos una subsucesién
constante y por tanto convergente a z.

Estudiemos el caso en que card {n € N: z,, = 2z} < N,.

Si A:={z, :n € N}, claramente z € A. Por ser X angélico, existe una sucesién en
A, convergente a z. Sea (yr) C A con y; — z, entonces Vk, Iny tal que yi = x, .
Construimos ahora una subsucesion de (yi), que también lo sea de (z,). Tomamos
ki =1, ie. yg, = y1 = xn,. Sea ko el primer indice de {ny : np > ni}, k3 el
primer indice de {ny : ny > k1, k2}, y asi sucesivamente. Obtenemos (yi,, ) que es
subsucesién de (x,) y converge a z porque es también subsucesion de (yy). 0

Proposicion 8.1.5 Si X es angélico y A C X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es numerablemente compacto
2. A es secuencialmente compacto

3. A es compacto

DEMOSTRACION: Las implicaciones 2) = 1) y 3) = 1) se verifican en todo espacio
topoldgico. Veamos las contrarias:

1) = 2) Sea S una sucesién en A, por la hipétesis existe un punto de aglomeracién de
S,z¢€ A. Como S C Ay A es numerablemente compacto, claramente S es
relativamente numerablemente compacto. Asi, aplicando el Lema 8.1.4, existe
una subsucesién convergente a dicho punto.

1) = 3) Por ser A numerablemente compacto y X angélico, A es relativamente com-
pacto. Veamos que también es cerrado. Sea z € A. Por ii) de la definicién
de espacio angélico y teniendo en cuenta que todos los subespacios de A son
relativamente numerablemente compactos, existe (z,) C A que converge a
z. Como A es numerablemente compacto, dicha sucesién tiene un punto de
aglomeracién a en A. Por ser X de Hausdorff y (z,,) convergente a z tenemos

z=a€ A.
O

A continuacién enunciamos propiedades de estabilidad que se demuestran
facilmente (cfr. [73]).
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Lema 8.1.6 Todo espacio homeomorfo a uno angélico es también angélico.
Lema 8.1.7 Todo subespacio de un espacio angélico es angélico.

Lema 8.1.8 Sea Z un espacio topologico reqular, X un espacio angélicoy f: Z — X
una aplicacion continua y biyectiva, entonces Z es angélico.

En particular tenemos:

Lema 8.1.9 Sean 71 y 7o topologias regulares en X tales que 71 < 19. Si (X, 71) es
angélico, entonces (X, 1) también lo es.

8.2 Teorema de tipo “Eberlein-Smulyan” para espacios
de funciones

Mencionamos aqui dos resultados importantes de Pryce, sobre espacios de funciones,
relacionados con los teoremas de Eberlein y Smulyan. Obtenemos también algunos
corolarios que facilitaran nuestro trabajo en esta linea con grupos topoldgicos.

Teorema 8.2.1 ([73])

Sea X un espacio topolégico, H C C(X,R) y ¢ un elemento de la clausura de H
en RX. Supongamos ademds que toda sucesion en H tiene un punto de aglomera-
cion en C(X,R) dotado de la topologia de la convergencia puntual. Entonces para
todo o-compacto B C X, existe f € C(X,R) y una sucesion (f,) C H tal que

fu(x) = ¥(z) = f(z), Vx € B.

Teorema 8.2.2 ([73] Theorem 3.1)
Si C(X,R) es angélico en la topologia de la convergencia puntual, es también
angélico Cp(X, Z), donde Z designa un espacio métrico cualquiera.

DEMOSTRACION: Completamos algunos detalles de la demostracién que hace Pryce.
Sea H contenido en Cp(X, Z) relativamente numerablemente compacto. Sumergi-

mos H en H H(zx), donde cada H(z) := {f(x) : f € H} es un subconjunto rela-

rzeX
tivamente numerablemente compacto del espacio métrico Z, por lo que es también
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relativamente compacto. Asi H es un cerrado dentro del compacto H H(x), luego
rzeX
es compacto en ZX.

Veamos ahora que si f € H, entonces f es continua y es limite puntual de una
sucesion de funciones en H.

e Elegimos zg € X y definimos g: Z — R mediante g(t) = p(t, f(z0)), donde
p designa la distancia en Z. La aplicacién &: ZX — R¥ definida por ¢ (h) =

gh es continua, y por consiguiente £(H) C &(H). Asi gf € &(H) y &(H)
es relativamente numerablemente compacto, y por ser Cp(X,R) angélico, se

deduce que gf: X — R es continua. Y entonces, para toda red (zs)aechD
convergente a xg, p(f(za), f(x0)) — p(f(x0), f(zo)) = 0, luego f es continua.

e Si h € ZX, definimos n(h) € RY mediante n(h)(z) = p(h(z), f(z)). La
aplicacién n: ZX — R es continua y n(H) es relativamente numerablemente
compacto en el espacio angélico Cp,(X,R), i.e. n(H) N Cp(X,R) es compacto,
luego también es compacto en RY que obviamente contiene a n(H). Asin(f) €
C(X,R). Ademés, paran(f) € n(H) C n(H) existe una sucesién (hy,) en n(H)
convergente a n(f) en R¥. Es decir, Vn, existe f, € H tal que h, = n(fn)

y 1(fa)(@) = p(fa(x), f(2)) converge a p(f(z), f(z)) = 0 para todo z € X.
Luego (f,) converge puntualmente a f.

O

Corolario 8.2.3 Si X es un espacio o-compacto o contiene un conjunto o-compacto

denso e Y es un espacio métrico cualquiera, Cp(X,Y) es angélico.

Corolario 8.2.4 Sea E un espacio vectorial topologico cuyo dual separa puntos. Si
Ef = (E*,w(E*, E)) es o-compacto, entonces E,, es angélico. En particular, si E

es metrizable, EY, es o-compacto.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que la aplicacién

J: E, — C,(E*R)cR¥
r — J@):feE — f(x)

es un encaje isomorfico. Luego F con la topologia débil es subespacio de un espacio
angélico y por tanto F,, es angélico.

Si E es un espacio vectorial topoldgico metrizable, existe una base numerable
de entornos de 0, {U,, : n € N}. Por el teorema de Alaoglu-Bourbaki, los polares
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Ur son w(E*, E)-compactos. Por otra parte, U U, = E*. En efecto, si f € E*,
neN
F71([~1,1]) es entorno de 0 en E y por tanto existe m € N tal que U,,, C f~([-1,1]).

En consecuencia f € Uy, y E}, es o-compacto. 0

Se obtiene como corolario que todo espacio de Banach dotado de la topologia
débil es angélico. De hecho si E es un espacio de Banach (o més generalmente E es
espacio vectorial topolégico localmente acotado, como vemos en el Corolario 8.2.5)
no sélo es £, o-compacto, sino que ademas es compactamente generado.

Corolario 8.2.5 Sea E un espacio vectorial topoldgico real, localmente acotado, tal
que E* separa puntos. SiV es un entorno de cero acotado, entonces V* (polar como
e.v.t.) separa puntos y E* = U AVP.
AER

DEMOSTRACION: Sea V € Bpg(0) acotado. Para probar que V* separa puntos
tomamos zo € F tal que p(z9) = 0, Yo € V"; veamos que en ese caso Vi) € E* se
tiene 1(xg) = 0 y como E* separa puntos, tendremos que xg = 0.

Sea ¢ € E*. Consideremos W = {y € E tal que |{(y)| < 1} € Ng(0). Por ser V
acotado, V' es absorbido por todo entorno de cero. En particular, 3\ € R tal que

V C AW. Ahora Vz € V, |4 (%) (%) (z)

asi que % € V", luego ¢ € A\V> y (o) = 0.
Por el Teorema de Alaoglu-Bourbaki V* es w(E*, F)-compacto y asi E* =

< 1; es decir, < 1,Vz € V. Obtenemos

U AV*® es compactamente generado. 0
AER

Observemos que la topologia débil de un espacio localmente convexo metrizable,
no es en general secuencial (i.e. no estd determinada por sucesiones).

Ejemplo 8.2.6 Sea X = ls, {e,, : n € N} la base candnica y
A=A{epm +mey,: 1 <m<n< oo},
entonces 0 € A”, pero ninguna sucesion en A converge a 0:
e Sea W entorno de cero en la topologia débil de lo. W contiene un conjunto

de la forma {x € ly : [(z,x;)] < g,i = 1,---,r} determinado por ¢ > 0 y
T1, -, Xy € lg.
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Vamos a ver que W N A # (). Como para todo i = 1,---,r, < x;,e, >— 0,
podemos determinar mog € N tal que | < xj, e > | < o1 Ym > mg, ¥ a
. . . €
continuacion determinamos ng > mg tal que | < x;, e, > | < v para todo
mo

t=1,---,r. Se tiene ey, + moen, € ANW ya que

e €
| < emg +Mmoeng, i > | < | < emyg, @i > | +mol < epg,xi > | < 5—1—5:5.

—Sw
Por tanto 0 € A™.
e Veamos que no existen sucesiones en A que converjan a 0. Supongamos que

ezisten (pn) y (qn) sucesiones en N tales que, zp, := €p,, +Pmeq,., CON Gm > Dm
Y (2m)m que converja a 0 débilmente. Entonces Yy € lo, < y,zm >— 0. En

[e.9]
1
particular, para yo := Z —e;, tenemos < Yo, €p,, + Pme€q,, >= — + Pm _, 0.
i=1 t Pm dm

» 1
Como ambos sumandos son positivos, — — 0 por lo que p,, — 0o. Entonces

m
(l|zm|)m mo es acotada porque ||zm|| > pm. Y aplicando el teorema de la
acotacion uniforme llegamos a una contradiccion.

Corolario 8.2.7 Sea E un espacio vectorial topoldgico cuyo dual separa puntos y
tal que E7 es o-compacto. Entonces E dotado de cualquier topologia compatible con
la dualidad es angélico.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el Lema 8.1.9 teniendo en cuenta que (E,w(E, E*))
es angélico y que, si 7 es una topologia compatible con la dualidad, w(E, E*) < 7.

O

Corolario 8.2.8 El espacio Cp(2) de las funciones continuas definidas en un abier-
to Q del plano complejo C, dotado de la topologia de la convergencia puntual, es
angélico.

DEMOSTRACION:  se puede escribir como unién numerable de compactos de C.

8.3 Versiéon del Teorema de Eberlein-Smulyian para
grupos topologicos

Es muy natural, puesto que se dispone de los instrumentos adecuados, obtener Teo-
remas andlogos a los de § 8.2 para grupos topoldgicos.
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Teorema 8.3.1 Sea G un grupo metrizable cuyo dual separa puntos. Entonces GV,
es decir, G dotado de la topologia de Bohr w(G,T'G), es angélico.

DEMOSTRACION: Sea {U,, : n € N} una base numerable de entornos de 0. Los

polares U? son w(I'G, G)-compactos ([8] 1.5) y U U? = G. En efecto, dado ¢ € G
neN
existe V' € Bg(0) tal que Re(p(V)) > 0y V D U, para algin m € N. Es decir,

¢ € UY,. Por tanto I',G := (I'G,w(I'G, G)) es o-compacto y Cp(T', G, T) es angélico
por el Corolario 8.2.3.
Comprobemos ahora que la aplicacién candnica:

a: Gt — GG, T)
g — alg):e—elg)

es un isomorfismo topolégico de G en a(GT).

e o es 1-1 porque G separa puntos de G

e « es continua: sea (xzg) una red en G w(G,I'G)-convergente a x, entonces
a(zg) — a(x) ya que, para cada ¢ € G, a(zg)(p) = plxg) — plz) =
a(z)(p)-

e o l:a(GT) — G es también continua. En efecto, sea a(xg) una red conver-
gente a a(z) en a(G1) C Cp(I,G, T). Paracada ¢ € G", a(z)(p) — a(z)(p)

y por tanto p(z3) — ¢(z), V¢ € G". Luego zg — z en G™.
(|

Designemos por £ la clase formada por los grupos topolégicos que dotados de
la topologia de Bohr sean angélicos. Por 8.3.1, £ contiene los grupos metrizables
cuyo dual separa puntos. Nos disponemos a estudiar ahora si dicha clase contiene
también grupos topoldgicos que no sean metrizables.

Lema 8.3.2 Sea G un grupo topolégico tal que todo subgrupo cerrado es dualmente
cerrado. Entonces son equivalentes:

a) G contiene un subgrupo compactamente generado denso

b) G posee un entorno de 0 que no contiene subgrupos no triviales.

DEMOSTRACION:
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a)=b) Sea K C G un compacto tal que < K > = G, entonces K° es el entorno
que buscamos. En efecto, supongamos que exista un subgrupo H contenido
en K° Sea x € H. Si para algin elemento z de K fuese x(z) # 1, existiria
m € N tal que Re(x(2))™ < 0y, por ser H subgrupo, debe cumplirse my €
H C K° que contradice lo anterior. Luego x(z) = 1 para todo z € K y asi
HCKt=< K >1=CK>" ={0}.

b)=-a) Sea (S,V) un entorno de 0 € G" que no contiene subgrupos no triviales. Por
ser S+ un subgrupo contenido en (S,V), < S >+= S+ = {0}. Entonces
< S > = @G, porque todo subgrupo cerrado es dualmente cerrado.

O

Lema 8.3.3 Sea G un grupo topologico y U un entorno de 0. Entonces U° separa
puntos de G si y solo si la envoltura casi-convexa de U mno contiene subgrupos no
triviales.

DEMOSTRACION: Si la envoltura casi-convexa de U contiene un subgrupo H no
trivial, p(H) = 1 para todo ¢ € U° y entonces U° no separa puntos de G.

La envoltura casi-convexa de U contiene siempre al subgrupo ﬂ @ 1(1). Si
peU°
suponemos que no contiene subgrupos no triviales, ﬂ @71(1) = {0} y entonces
peU°
para todo g # 0, existe ¢ € U? tal que ¢(g) # 1. 0

Proposicion 8.3.4 Sea G un grupo reflexivo en cuyo dual todo subgrupo cerrado
es dualmente cerrado. Entonces son equivalentes:

a) G contiene un entorno de cero U tal que U° separa puntos de G,

b) G posee un entorno casi-convero que no contiene subgrupos no triviales

c) G" contiene un subgrupo denso compactamente generado

Ademds, si G es un grupo que cumple estas condiciones, G es angélico.
DEMOSTRACION: En el Lema 8.3.3 hemos visto que a) y b) son equivalentes.

Por ser G reflexivo, podemos aplicar el Lema 8.3.2 a G” y obtenemos que c) es
equivalente a b).
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Y si G" contiene un subgrupo denso o-compacto, por el Corolario 8.2.3,
Cp(G",T) es angélico y sumergiendo G* en C,(G", T) obtenemos que es angélico.

O

En el Teorema 8.3.1 y en la Proposiciéon 8.3.4, hemos visto dos tipos de condi-
ciones distintas en grupos topolégicos para que el grupo con la topologia débil sea
angélico. Las condiciones de 8.3.4 son independientes de la metrizabilidad del grupo.
Es decir, existen grupos metrizables que no cumplen a), b), ¢) y reciprocamente.

Ejemplo 8.3.5 Sea G :=T% el producto numerable de copias de T. El grupo G es
metrizable y no existe ningun entorno de cero tal que su polar separe puntos.

Sea V' un entorno bdsico de cero en G. Entonces V = ﬂ p[l(Ui) con F' una can-
tidad finita de indices y U; € Br(l). Sea P := {1} xle.l.p. x T x {1} x ... donde
T se encuentra en el factor j, con 7 & F. P es un subgrupo contenido en V.
Veamos que V° no separa puntos. Si ¢ € V°, Re(p(z)) > 0 para todo z € P,
entonces o(P) = 1 porque la imagen de un subgrupo es un subgrupo. Asi, toman-
do dos puntos (1,...,x;,1,...) # (1,...,569-,1,...) en P, 1 =o¢(1,...,2;1,...) =
o(l,... ,x}, 1,...) para todo ¢ € V°.

Ejemplo 8.3.6 Sea G := wR la suma directa numerable de copias de

R con la topologia de cajas. El grupo G no es metrizable. Y posee

entornos, como U = ((-1,1) x (=1,1) x ...) N wR, que no con-

tienen subgrupos mo triviales, ya que su polar separa puntos.  En efecto,

U’ = U U {0} x ... x [—a1,a1] X ... X [—as,as] x {0} x ...
1<j51<...<js <0 al*---*“szi

(cfr. §4.2).

Si tenemos © # y en G, y en particular x; # y; para j € N, eziste entonces
-1 1 ‘ .

r € 1| o e2™rT £ e2™Yi - Tomamos x = (0 x ... x7rx0x...) € U°y

obviamente x(z) # x(y).

Los grupos nucleares aunque tienen propiedades muy fuertes, no son angélicos en
su topologia de Bohr. El siguiente ejemplo demuestra que en éllos no son equivalentes
los tres tipos de compacidad que hemos ido estudiando.

. R .
Ejemplo 8.3.7 Sea G := T" el producto no numerable de copias de T. Vamos a
construir una sucesion en G que no posee subsucesiones convergentes.
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Tomamos una biyeccion ¢:T — NV, y sea g(r) = (j7,75,...,4%,...). Definimos
Tn = (2p(r))rer € TF

(r) ieT si n=jj para algin k impar
Tp(r) =
" LeT si n@ {jf,55 s dopins-- )

Esta sucesion {x1,T2,...,2p,...} C T no posee subsucesiones convergentes, ya
que, dada una subsucesion {x;, } C {x,}, si fuera convergente también lo serian
las sucesiones {x;, (r)} para todo r € R. Para (I,,) € N podemos encontrar s €
R, dnico con la condicion g(s) = (Ln). Entonces {x;,,(s)} = {i,1,i,1,...} no es

convergente en T.

El ejemplo anterior demuestra ademas que la clase de los grupos compactos, o de
los localmente compactos, no estan contenidas en £. Observamos que en G, siendo
compacto, coincide la topologia original del grupo con la topologia de Bohr.

Sin embargo, vamos a probar que los grupos nucleares verifican el enunciado més
débil del Teorema de Eberlein:

Proposicion 8.3.8 Sea G un grupo nuclear completo y M C G. Si en M toda
sucesion posee un punto de aglomeracion débil (i.e. M es débilmente relativamente
numerablemente compacto), entonces M es débilmente relativamente compacto.

DEMOSTRACION: Sea M C G tal que toda sucesién posee un punto de aglomeracién
débil. Teniendo en cuenta [11] pg.37, obtenemos que M es totalmente acotado, y
en consecuencia, debido a la completitud de G, M es compacto. En particular M
es débilmente compacto, luego M es también w(G,T'G)-cerrado y de ahf se deduce
que MY =DM es compacto. m

Vemos a continuacién que para los grupos topolédgicos de la clase £, son equiva-
lentes la propiedad de Schur (toda sucesién débilmente convergente es convergente)
y la propiedad de respetar compacidad (todo subconjunto débilmente compacto es
compacto). Sin embargo, si un grupo verifica esa equivalencia, no necesariamente
estd en la clase £, como demuestra el Ejemplo 8.3.7. Asi tenemos:

Corolario 8.3.9 Si G es un grupo topoldgico, angélico con su topologia de Bohr,
entonces G tiene la propiedad de Schur si y solo si respeta compacidad.

DEMOSTRACION:
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=) Supongamos que G verifica la propiedad de Schur. Sea K C G débilmente
compacto. Para probar que K es compacto, teniendo en cuenta que G es
también angélico (Lema 8.1.9), basta ver que toda sucesién (z,) en K posee
una subsucesién convergente. Como G con su topologia de Bohr es angélico,
(z,) posee una subsucesién convergente, x, —» z. Por la propiedad de Schur
tenemos x,, — x, luego K es compacto.

<) Supongamos ahora que G respeta compacidad, si z,, — x en G, el conjunto S =
{z,}U{z} es débilmente compacto, luego S es compacto. Asi, toda subsucesién
de S posee una subred convergente y por tanto débilmente convergente, sg — z.
Por ser subred de (z,), z = z. Y esto concluye, por el axioma de Urysohn,

que T, — T.
O

En [47] se introduce la clase de espacios estrictamente angélicos, que es un poco
mas restrictiva que la clase de los angélicos.

Un espacio X es estrictamente angélico si es angélico y cumple que todo sub-
conjunto de X compacto y separable es primero numerable. La ventaja de tratar
con estos espacios es que el producto numerable de estrictamente angélicos es estric-
tamente angélico. Los espacios de funciones Cp(X,R) siempre que sean angélicos
son, ademads, estrictamente angélicos ([47] pag.356) y asimismo lo son los espacios
del tipo Cp(X, Z) para cualquier espacio métrico Z. Ademds, todo subespacio de
un estrictamente angélico es estrictamente angélico ([47] pag.357). Aplicando ahora
estas ideas a grupos topoldgicos tenemos:

Proposicion 8.3.10 Si G es un grupo topoldgico tal que su dual contiene un sub-
grupo denso o-compacto, entonces todo subconjunto de G, w(G,T'G)-compacto y
separable es metrizable.

DEMOSTRACION: Del Corolario 8.2.3 se deduce que Cp,(G", T) es angélico y, por los
comentarios que preceden a la Proposicién, GT es estrictamente angélico. 0

Observemos que en esta Proposicion no se puede prescindir totalmente de la
hipétesis ya que T™ es compacto y separable y no es metrizable.

Los grupos G que hasta ahora hemos demostrado que son angélicos con la
topologia de Bohr son aquéllos para los cuales el espacio de funciones C,(G",T)
es angélico. Si designamos por & a la clase de dichos grupos, tenemos & C €.
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Cuestion 5 El contenido &1 C € jes estricto?

Corolario 8.3.11 La clase & es estable por productos numerables.

Sabemos que, en general, un producto de espacios angélicos no es angélico. Si
para la clase & se pudiera afirmar lo mismo, la respuesta a la cuestién 5 seria
negativa.
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