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Sistemas de ecuaciones lineales Practica 2

En esta practica vamos a ver cémo se pueden resolver sistemas de ecuaciones lineales utilizando Matlab.

1. Sistemas de ecuaciones lineales
Un sistema de ecuaciones lineales,

a11r1 +aers + ...+ aix, = b1
21T + G22T2 + ... + a2p Ty = bo

Am1X1 + oo + ... + Qn Ty = b

con m ecuaciones y n incognitas se puede escribir en forma matricial,

Ax=Db
donde,
aiil a2 ... Qin T1 b1
a1 ago N aon, To b2
A= ;X = y b=
Am1 Am2 ... (mn Tn bm

Vamos a ver mediante algunos ejemplos y ejercicios cémo se pueden resolver los sistemas de ecuaciones lineales
utilizando algunos de los comandos de Matlab descritos anteriormente.

Ejemplo 1 Consideremos el sistema,

20 —y+2z=3
r+y =3
y—3z=—7
entonces, siguiendo la notacion anterior,
2 -1 1 x 3
A=11 1 01, x=1|y y b=1|3
0o 1 =3 z -7

Como se trata de un sistema con solucion inica, ya que el determinante de A es distinto de cero,

>>det (A)
ans =
-8

Una forma de resolver el sistema es escribir la matriz orlada (o ampliada)
>>Ab=[A b]

y hacer rref (Ab) con lo que obtenemos

O O =
o = O
= o O
W N =

es decir, la solucion esx =1,y =2, z = 3.
Otra forma de resolver el sistema consiste en despejar X,

x=A"'b,

sin mds que escribir



>>x=inv (A) *b

x =

1

2

3

Hay otra forma de hacerlo, utilizando lo que en Matlab se denomina como divisién matricial a la izquierda:

>>x=A\b
x =

1

2

3

En este caso, el resultado es el mismo, pero es diferente la forma en la que trabaja el ordenador. En este sequndo
caso el método que utiliza es el de la factorizacion LU, que es una modificacion de la eliminacion gaussiana.

Vamos a ver como resuelve Matlab, internamente, el sistema cuando se utiliza la opcion: >>x=A\b. El proceso
se puede dividir en tres etapas:

1) Calcula una matriz triangular inferior L, una matriz triangular superior U y una matriz de permutacion P
tales que PA = LU. P es simplemente la matriz identidad I con sus filas cambiadas de orden.

2) Resuelve Ly = Pb.

3) Por dltimo, se resuelve Ux =y.

La primera etapa es lo que se conoce con el nombre de factorizacion LU y es el paso mds importante.

Por lo tanto, en Matlab seria equivalente utilizar:

>>x=A\b

que utilizar el sigutente proceso:

>>[L,U,P]=1u(A); % Este es el comando que calcula las matrices L, U, P
>>B=P*b;
>>y=L\B;
>>x=U\y

Ejercicio 1 Resolver el siguiente sistema utilizando los tres procedimientos anteriormente descritos y comprobar
que se obtiene la misma solucion.

1 1 0 3\ /= 4
2 1 -1 1| |=]| |[1
3 -1 -1 2 ||as| " |-3
-1 2 3 -1) \uzy 4

Ejercicio 2 El método >>x=A\b funciona si hay distinto nimero de ecuaciones que incognitas utilizando el método
de los minimos cuadrados.
Sea A una matriz m X n, el método busca x que minimiza

FO) = [ Ax = bl> = ((A%), =b)* =D [ | Doayxs | =260 Y aiyx; +07 |,
i i J J
para ello calculamos sus derivadas parciales
of
i j i

yﬁfoa Vk=1,---,n siy sdlo si
3 ayanx; =Y baw,  Vk=1---.n
ij i

es decir >>x=A\b resuelve el sistema lineal AT Ax = ATb, que ahora tiene el mismo nimero de ecuaciones n que
de incdgnitas n y minimiza la distancia ||Ax — b]|.



Cuando el rango de A es k < m, o hay menos ecuaciones que incégnitas, m < n, tememos un sistema con
infinitas soluciones (o ninguna), Matlab nos da una solucién que tiene ceros para algunas de las incdgnitas, al
menos n — k.

Aplicando lo anterior encontrar las soluciones de los sistemas

r+y=1
Y r+y+z2=3
a)sr—y=1 b)
r—y+z=2
204y =2

Ejercicio 3 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

+y=1
Ly {x+2y—|—3,z:1

2042y =2
% +32=5
3z +3y =3 T2y + oz

1. Utiliza los métodos A\b y inv (A) *b para resolver los sistemas

2. Resuelve el sistema AT Ax = ATb con los dos métodos anteriores
3. Utiliza el comando rref para resolver los dos sistemas anteriores
4. ;Qué hemos obtenido con los comandos .\by inv(.)*b?
Ejercicio 4 FEstudiar el sistema
r+y+z=1
rT—y—z2=2
3x+3y+32=1
—r—y+z=1

s Qué obtememos con los comandos A\by inv(A)*b? ;FEs correcto?
s Que responde Matlab al comando rref ([A,b]) ?

s Y al comando 1u(A) ?

& Qué conclusion sacas de esto?

Ejercicio 5 Crear las matrices A=rand (200) y b=rand(200,1). Vamos a resolver el sistema Ax =b con MatLab
de varias formas, y vamos a contar el tiempo transcurrido en segundos que se utiliza para resolver el sistema
utilizando cuatro métodos. Para ello vamos a utilizar los comandos tic, toc. Primero poner el contador a cero
tic. Segundo resolver el sistema de una de las formas y tercero contar el tiempo, escribiendo toc.

>>tic; rref([A bl); toc

y repetir la operacion resolviéndolo de otra forma.

>>tic; metodo; tmet=toc

¢ Cudl de los tres casos siguientes es mds rdpido?

i) >>tic; x=rref([A bl); trref=toc
i) >>tic; x=A\b; t=toc
i) >>tic; x=inv(A)*b; tinv=toc
Comprobar que

t<tinv<trref

Nota: De aqui se concluye que, en general, para resolver sistemas, resulta mds conveniente utilizar la division
matricial a la izquierda, x=A\D.



2. Sistemas homogéneos y su aplicacion al ajuste de reacciones quimi-
cas

Un sistema de ecuaciones lineales

a11r1 + aars + ...+ a1z, = b1

G211 + a22%2 + ... + G2,Ty = by

Am1T1 + AmaXo + ... + An Ty = b,

con m ecuaciones y n incégnitas se llama homogéneo, si todas las constantes by, bs,...,b,, son cero. Es decir, el
sistema general homogéneo esta dado por

a11T1 + a12T2 + ... + a1, =0

a91x1 + a22xs + ...+ aspx, =0

Am1T1 + Ao + ... + Gy = 0
En un sistema homogéneo, siempre existe la solucidn trivial (o solucién cero):
T =20=..=x,=0

Por tanto, en un sistema homogéneo caben dos posibilidades:
- 0 bien solo existe la solucién trivial;

- 0 bien existe un nimero infinito de soluciones, ademas de la trivial, llamadas soluciones no triviales.

Ejemplo 2 Un sistema homogéneo que tiene sélo la solucion trivial:

3x1 +4x2 +6x3=0
4r1 + 5xo + 623 =0
3r1 +x9 — 223 =0

Si escribimos la matriz ampliada

34 6 0
45 6 0],
31 -2 0

y aplicamos el comando rref, obtendremos
10 0 0
01 0 0},
0 010

lo que quiere decir que la unica solucion es la trivial,
Tr] = Ty = T3 = 0.

Ejemplo 3 Un sistema homogéneo con un nimero infinito de soluciones:

1+ 2x9 —x3=0
3r1 —3x2 + 223 =0
—T1 7111‘2+6I3 =0

Haciendo lo mismo que en el ejemplo anterior (y poniendo el resultado en formato racional, format rational,)
obtenemos

1
10 0
9
)
0 1 01"
9



lo que quiere decir que, son soluciones todas las ternas de numeros reales de la forma

-1 5
9 zs3, 955371'3 )

para cualquier valor de x3. En particular, para x3 = 0, obtenemos la solucion trivial; para rs = 1, obtenemos la

solucion
-15
777a1 )
(531)

(—m, 5m,97).

para x3 = 97, la solucion

Ejemplo 4 Un sistema homogéneo con mds incognitas que ecuaciones tiene un numero infinito de soluciones:
Resolvemos el sistema:

1+ 20 —23=0
41‘172172+7173:0

como en los ejemplos anteriores, escribiendo la matriz ampliada y haciendo rref, para obtener

5

10 = 0
6

01 g |
6

lo cual quiere decir que son soluciones todas las ternas de niumeros reales de la forma
-5 11
(6$3, 6:1?3,,%3) s Vs € R

Observacion: Si en estos tres ejemplos hubiéramos escrito la matriz sin ampliar y hubiéramos hecho rref,
habriamos visto las soluciones mas rapidamente:

En el primer ejemplo, puesto que el determinante de la matriz del sistema no era nulo, el resultado era la matriz
identidad (solucién unica.) En el segundo caso, aparece una fila de ceros. Y en el tercer caso, jqué sucede?: lo que
sucede siempre que hay un sistema homogéneo con mds incégnitas que ecuaciones, que tiene un numero infinito de
soluciones.

Ejercicio 6 Resolver el sistema homogéneo

1 —2x9+x3+24=0
3z + 2x3 — 224 =0
drg —x3—24 =0
5z +3z3 —24 =0

Ejercicio 7 Resolver el sistema

25x1 — 16xo + 1323 + 3314 — 5725 =0
—161‘1 + 31‘2 + x3 12175 =0
—8x9 + 1624 — 2625 =0

Este estudio de los sistemas homogéneos se puede aplicar al ajuste de reacciones quimicas:
Ejemplo 5 Para ajustar la reaccion
Fey03(s) + C(s) — Fe(l) + CO(g)

que se produce cuando calentamos mineral de éxido de hierro con un exceso de carbono para obtener hierro puro,
procedemos de la siguiente manera:

Fe: 2z =ux3
O: 3581:564

C: z9=2xa4



Es decir, se trata de resolver el siguiente sistema homogéneo de 8 ecuaciones con 4 incdgnitas (que, como
acabamos de ver, siempre tiene solucién no trivial):

2£C1 — I3 =0

3.’1?1 — X4 = 0 (1)

o —.23420

O lo que es lo mismo, si consideramos x4 como un pardmetro (x4 = \) tratamos de resolver el siguiente sistema
de 3 ecuaciones con 8 incognitas

2131 — X3 = 0
3%1 =A
T2 =
obteniendo la solucion N )
Ta=N, XTo=A\ x1=—, IT3=2—
4 2 1= 3 3 3
De modo, que podemos decir que el sistema tiene las infinitas soluciones:
A A
T1=—=, XTo=A T3=2—, T4=A
1= 3 2 3 3 4

para cualquier valor de A € IR.
En nuestro caso, solo nos interesa la solucion de numeros enteros positivos T, T, T3, T4 que no tengan divisor
comun diferente de 1, es decir, para X = 3:

1‘1:1, $2:3, .1‘322, 1‘4:3,

de modo que la reaccion ajustada es
Fes03 +3C — 2Fe+ 3CO

Ejercicio 8 Ajustar las siguientes reacciones quimicas:
1. CO3+ Hy0 — CsH1206 + O4
2. AgNO3 + KoCrO4 — AgoCrO4 + KNO3
3. Mg+ HCl — MgCly + Hs

Ejercicio 9 Ajustar la siguiente reaccion quimica en la que el permanganato de cromo oxidaria violentamente a
la azida de plomo:

Pb(N3)2 + Cr(MnOy)s — Cra03 + MnOg + PbsOy + NO
Ejercicio 10 Ajustar la siguiente serie de reacciones quimicas que se utilizan para producir clorato de sodio:
1. KMnO4s+ HCl — KCIl+ MnCly + HyO + Cly
2. Cly + Ca(OH)2 — Ca(ClO3)2 + CaCly + H30
3. Ca(ClO3)2 + Nas SOy — CaSO4 + NaClOs



