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1. RELATIVIDAD GENERAL

1.1. Espacio-tiempos (ETs)

ETs son ciertas M de dimension 4:
~ (M - R4 7g0)

ETRelatividad Especial
M=R xR~ (M=R* t,R% ~ (M, g)

ETNewton ETGalileo ~s (M t. R3 DGG) ETsRelatividad General
)y Uy )
ETsGalileo+Gravitacién

Sobre el (ETG) : Exper. (Galileo) sugieren relatividad del reposo
Sobre el (ETRE) : Experimentos (Michelson-Morley) sugieren

relatividad del tiempo ~» relatividad de la simultaneidad
¢ = cte!! (médulo vel. de la luz) "homogeneiza” [T] a [L]
go : forma bilineal, simétrica, signat. (+++-)

Sobre los (ETsGG) : Experimentos (”caida libre”) sugieren

indetectabilidad particulas libres ~~ indetectabilidad estr. afin
Dgg: ley de ”transporte” de
(para extremos fijos, depende de la curva seguida ~~ )

Sobre los (ETsRG) : Ingredientes matematicos:

(M, g )~ D ~ R ~ Ric & Sc ,
€T9(M) €Conezién(M) €TI(M) €TY(M) €C>(M)
donde T;(M):=L (X"(M) x ... x X" (M) x X(M) x ... x X(M) , C*(M) )
r formas de grado 1 s campos de vectores

e g da una forma bilineal, simétrica y de signat. (+-++-) en cada
espacio tangente. La existencia de tales g restringe a la variedad M

e Vectores tangentes u con g(u,u) < 0 se llaman . Pa-
ra representar bien la idea de direcciones tangentes futuras” y
”pasadas”, se exige que el conjunto de vectores temporales tenga
dos componentes conexas, lo que restringe al par (M, g)

e Cada particula de ”"masa” m se representa por una curva di-
ferenciable v con tangente «' futura y g(v',v') = —m?c?.

e D geometriza la gravitacién. Si la particula estad ”en caida
libre”, su curva ~ debe ser de D. La curvatura R descri-
be (via ) las aceleraciones relativas de geodésicas
préximas (”mareas”). Ric es (como g) simétrico y describe los pro-
medios de dichas aceleraciones

R—0 \V\/c<<17\\/_%;capc\/c<<1(

e (ETsRG) "5° (ETRE) y (ETsRG) ETsGG)



1.2. Tensién-energia. Ecuacién de Einstein

En un (M, g) cada base ortonormal tangente {e;};_1 234 ”atribu-
ye”, a cada particula v de masa m que encuentra,

E - —Cg(’ylj 84) = 0 [MLQT—Q] »)// — (]_)ﬂ E/C)
P:.=~+ —Ee;4 € ei [MLTfl] ’ E2 = m2c%*+ | P ‘2 c?
VvV = CZP/E & ej {LT_l]

l’l’lC2 mv

e Sim > 0 (particulas materiales) se deduce: E = i yP = v

lo que tiene apoyo experimental (conservacién en colisiones) y bue-

nos limites: E vi/es mc? +mv?/2 y P MUANS

e Si v debe representar luz (| v |= c) se deduce: m = 0, lo que tie-
ne apoyo experimental (efectos fotoeléctrico y Compton sugieren:
E=hv =c|P|, con h = cte. ML*T"!] de Planck y v ”frecuencia”)

Sumando contribuciones, dividiendo por voliimenes y haciendo
tender éstos a cero, cada {e;} ”mide” 16 magnitudes T;; [ML 1T 2] :

T, := flujo de v-momento por u. drea ortogonal a e, y u. tiempo
( sip=v , sip#v)

Tpa = %1 - flujo de energia por u. drea ortogonal a e, y u. tiempo

Ty, := ¢ - densidad de v-momento

T,4 := densidad de energia (u,v=1,23)

que resultan ser (!) las ”componentes” en {e;} de un cierto tensor
T €M) ( )

simétrico (~ s6lo 10 componentes indep.). Y los experimentos (con-

servacién en colisiones) sugieren nula: |divT =0

La ECUACION DE EINSTEIN (1915-18)

Ric — %Sg +Ag = 8:4GT (1)

(con G = cte. [M 'L3T 2] de Newton y A = cte. [L™?] arbitraria):

e postula cémo la naturaleza restringe el par (T,g) (”cémo la
materia curva la geometria”)

e da lugar, en cualquier sistema de coordenadas, a un sistema
de 10 EDP’s hiperbdlicas, de segundo orden, cuasi-lineales en las
componentes g;; de la métrica y con 4 ecuaciones de ligadura

e tiene por limite, cuando v/c < 1y Veseape/C < 1, la ecuacién de
Poisson A® = 47w Gp,, de la gravitacién galileana (con ¢ = potencial
gravitatorio, p,, = densidad de masa)

¢ tiene por miembro izquierdo ”el objeto geométrico mas general
posible” (Lovelock) compatible con divT = 0
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1.3. Fluidos perfectos. Constante cosmolégica

Un es un sistema fisico cuya tensién-energia T
verifica (”isotropia espacial”):

T(U,U) = pc?
T(U,X)=0,siX LU (2) ,
T(X,Y) = pg(X,Y) , si X,Y L U

UecX(M) futuroy g(U,U) = -1 (
para ciertos { pc? € C*(M) ( )
p € C*(M) ( )
Para un fluido perfecto la condicién divT = 0 equivale a:

U(pc?) = —(pc? + p)divU (3)
(pc® + p)DyU = —grad. p ’

donde la primera ecuacién ( ) dice que el trabajo ejer-
cido por la presién produce variaciones en la densidad de energia,
mientras que la segunda ( ) dice que los gradientes espaciales

de presion apartan al campo promedio de la caida libre
e Todos los fluidos perfectos ”conocidos” (colecciones finitas de
flujos de particulas, con isotropia generada por colisiones) verifican

pc2 >0y pc2>3p>0| (= pc?+3p>0) ,

con casos extremos pc? = 3p > 0 ( )y pc? >3p =0 ( )

La A en la ecuacién (1) fue introducida
por Einstein (1918) para posibilitar un modelo cosmolégico ”es-
tatico” en el que las galaxias fueran polvo (ver (6) mas adelante)

e Para un fluido perfecto con p = —pc? (’no posee inercia”),
se sigue de (2) que U es cualquiera y se sigue de (3) que p = cte.
Con lo que anadir en el miembro izquierdo de (1) un término Ag
equivale a anadir en el miembro derecho la tensi6én-energia de un

. ) 3 PRI . _ 2 _ —ct
fluido perfecto (”desconocido”, ;el vacio?) con py = —p,c® = =z A

e Ante la evidencia experimental de ”expansién cosmolégica”
(Slipher, 1920’s), Einstein consideré un ”error” haber introducido
A (innecesaria, ”ad hoc”, ”inestable”) y volvié a la ecuacién sin A

e Predicciones ”cuanticas” de un valor para A son inmensamente
superiores (en un factor > 10°°) a la cota superior (| A |< 10 5% cm ?)
puesta por las observaciones cosmolégicas (enorme problema tedri-
co). Pero hasta mitad de los 1990’s las observaciones eran compa-
tibles con A = 0 (y este ha sido el valor de referencia aceptado)



2. COSMOLOGIA. LEY DE HUBBLE

2.1. Espacio-tiempos de Robertson-Walker
CINEMATICA. El ”cosmos” (ET a gran escala) se modela por:
Ix¢S = (M =Ix8,g =-c2dt® +f*(t)gs ) ,

ETsRobertson—Walker

(I, —c2dt?) , intervalo real (con to € I el ”ahora”)

. (S.gs) » de dimensién 3 (”espacio-tipo”)
para clertos y k:=—1,061 (prototipos: H?, E* 6 S?)
f(>0) eCx) [ ( , “modula” a gs)

Galaxias ”tipicas”: puntos fijos de S cuya distancia mutua varia
con t en la forma: dj, = f(t) d3q

Sobre los (ETsRW) : Observaciones sugieren que, ”a gran es-
cala” (= 10® anos — luz), existe un campo de vectores temporal,
futuro y unitario (aquf £0;) cuyas (que reparame-
trizan a las galaxias tipicas) poseen:

e igual ”historia” (”principio cosmolégico”)

e parametro dado por alguna magnitud escalar, mondétona (;la
entropia?) sobre todas ellas (aqui t, ”tiempo cosmolégico”)

e ”direcciones ortogonales equivalentes” (”isotropia espacial”)
Ric(@t,at) - %f”
RiC(ath) =0 ’ si X L Gt

: 2f’2 2k £ : (4)
Ric(X,Y) = (g + & + =)8X)Y) , si X, Y L G

c2

Calculos:

DINAMICA. Se sigue de (4) que, si I x; S verifica la ecuacién de
Einstein (1), la tensién-energia T debe ser la de un fluido perfecto

(UE %atap7 p) ( )7 con:
C4 C4 12
pc’ + g :4837r(;(cf2f2 + 72) (5) -
_ < A.— =¢ £/2 +£+i”) ’
PG T &rg\aZrz T2 1T &2
= | = 5L [5(pc? +3p) — 2gA]|  (6) ;

de donde se deduce que pc? + 3p > 0 ”atrae” y A > 0 ”repele”
Por otra parte, las ecuaciones (3) resultan equivalentes a la ecua-
cién ”dindmica” (deducible también de (5))

pct = =3(pc>+p)&|  (7)




2.2. Datos relevantes (hasta mitad 1990’s)

Cosmos (ET a gran escala) ”observable”:

e Tamano ~ 10'° anos luz, edad > 10'° anos

e Contiene galaxias, con distribucién isétropa (desde la Tierra)
a gran escala (= 10% afios — luz)

¢ Elementos quimicos: 1 a&tomo de helio por cada 10 de hidrége-
no, y rastros de los mismos elementos que en la Tierra

LEY EMPIRICA DE HUBBLE (1920’s): Para cada galaxia, las
magnitudes ”observables”

(z:=72—1 [adim.] ( respecto a U)
(Ve conocida, vq )
di= /75 [0 ( )
\ (1a supuesta conocida, 1y )
verifican: dy~ cHy'z (paraz<01)| ,

con Hy = cte. [T"'] de Hubble ~ 71 Kmseg ! Mpc ' (WMAP 2003),
o también H,' ~ 13’8 - 10° afos

RADIACION DE FONDO (Penzias-Wilson, 1965), que:

e no proviene de fuentes identificables

e posee ”espectro-Planck” (tipico del equilibrio térmico materia-
radiacién) con el maximo de intensidad en la regién de microondas
y temperatura ~ 2’7 Kelvin (COBE 1992, WMAP)

¢ es muy isétropa, con anisotropias de temperatura de ~ 10 ° Kelvin
en escalas angulares de ~ 1 grado (COBE, WMAP)

e combinada con desarrollos tedricos (inflacién), sugiere k = 0
(geometria ”plana”)

DENSIDAD DE ENERGIA: Denotando p,= p(to) y definiendo
Qo = Po , con p§:=3H2/87G ~1'0-10 *grem ® ( )

C
0

se observa:
— radiacion mat. ordinaria mat. oscura 9
Q = O + o + o < 04
——— —————

—_—
~10-5>0 ~ 006 >0 ~0'2-0'3>0

PRESION: Denotando po= p(to), se observa:

— radiacion mat. ordinaria mat. oscura
Po = Po + Po + Po

_ 1 _radiacién.2 ~ 6 ,mat. ordinaria 2 ??7?
=3 Po c4 >0 ~ 10~ °pg c4 >0




2.3. Cinematica. Ley de Hubble

Cualquier ETRW I x; S incorpora (”refindndola”) la ley empiri-
ca de Hubble. Para ello basta simplemente definir la
H:= f'/f € C~(I) [T'] e identificar

H(to) .= Ho (> 0)

Vedmoslo en detalle. Sean P (emisor) y Q (receptor) dos gala-
xias tipicas que intercambian fotones, con emisién en torno a t. y
recepcion en torno a tg.

Denotando f.= f(t.) y fo= f(to), se demuestra (!) que:

¢ El desplazamiento de frecuencias z da la ”relacién de tamanos”
del cosmos entre emisién y recepcién (no es debido a un Doppler!):

Ve ! f() fe VA
z Vo fe ( fo 1+z ) ( )

e La distancia (adimensional, en el espacio-tipo S) entre los pun-
tos fijos P y Q viene dada por el ”tiempo conforme” transcurrido
entre emisién y recepcién (para k = 1, cuando la integral es < 7):

L[t edt fo gf
ds., = — = — 9
e /t f(t) C/fe rr

siendo la dltima igualdad valida sélo si f(t) es estrictamente mo-
nétona entre t. y to (pero recordar que H, > 0)

e La distancia-luminosidad verifica (usa (8)):

1 !
d; = = (1 fo n(d} 10
1 arl (1+2z) fo n(dpg) (10) ,

siendo 7n(v):= senht), 1) 6 senty segin que k= -1, 0 6 1 (en el
espacio-tipo S, la 2-esfera de radio 1) tiene drea 47n?(¢)). Asi d,
”distorsiona” la distancia actual dfr-?Q =fo df,Q entre las galaxias P
y Q en la medida en que es z # 0 6 k +# 0.

La LEY DE HUBBLE en el ETRW es (por definicién) la de-
pendencia d,(z) que surge de (8) — (10). Desarrollando (9) (como
funcién de f.) en f. = f; y usando (8), se obtiene
c z 1 fofy ., z 5 3
() 4+ Z(1 4+ 20 .

y desarrollando (10) (como funcién de d,) en di, = 0 y usando la
expresién que acabamos de obtener y H, = f/f;,, se concluye

Z
1+2z

S
dPQ —

di = cHp'[z+ 31+ )2+ 0] (A1),

que efectivamente incorpora y ”refina” la ley empirica de Hubble
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3. COSMOLOGIA. DINAMICA

3.1. Modelos de Friedmann

Un es un ETRW I x; S tal que: (a) verifica
la ecuacién de Einstein, (b) su flujo de Robertson-Walker (£0;, p, p)
consta de un fluido perfecto de radiacién (p™@c? = 3p™9 > 0) mds
un polvo de materia (p™?*'c? > 3p™@* = () sin interaccién mutua, y

(c) la funcién de Hubble H cumple H(t,) = Hy > 0

Un modelo de Friedmann incorpora los datos ”conocidos” sobre
Po Y Po y anade las hipétesis (retroalimentaciéon con mas datos!):

o p2d > 0 y p™a > 0 evolucionan independientemente (interflu-
jos de energia no modifican las densidades de energia) y

e pt = ( (= pmatoscwra — () / CDM), con lo que py ~ 0

En un modelo de Friedmann la ecuacién (7) da lugar a dos ecua-
ciones independientes

prad’ — _4pradf//f , = %pradf‘l = Crad — cte. {L4T_2]2 )
pmat’ _ _3pmatf//f , = %pmatfﬁ = Cmat _ ota. [L3T* ] ’

mat

sustituyendo p = p™@9 + p™at en la primera de las ecs. (5) se obtiene:

EC. DE FRIEDMANN £12 4 o2k = C2d | Ot | cPAg2 12
3

f2 f

PASADO: Puestro que Hj > 0, se sigue de (12) que el pasado
del cosmos es cualitativamente independiente de k y A.

En particular: f' > 0 en el pasado y (suponiendo I ”maximal”
para f) existi6 t, := infI (tomando A = 0 resulta t, — H," < t.), con
limites ( )

litht*f(t) =0 Yy litht*f/(t) = 0 ( = limtét*p(t) =0 ) 5

multitud de experimentos y modelos de fisica de particulas avalan
la ocurrencia de un estado muy préximo a dicho limite

FUTURO: Por el contrario, se sigue tembién de (12) que el
futuro del cosmos depende de k y A. El andlisis detallado es prolijo

En particular, tomando A = 0 (la dicotomia en boga hasta mitad
de los 1990’s) y suponiendo I ”maximal” para f, se tiene:

e Sik=—-16k=0, entonces f' > 0 en el futuro, no existira supI
( )y limg o f(t) = 0o y limy_,p(t) = 0.

e Si k=1, entonces f alcanzarda un mdximo después de t; y
existird t* := supI con limites ( )

limg +f(t) =0 y limg +f'(t) = —c0 (= limg 4 p(t) = 00 )



3.2. Constante positiva. Consecuencias

. 2A/87G 2
Sean I x; S un modelo de Friedmann y Qg := % = g—H’é
0 (0]

e Se sigue de la primera de las ecs. (5) (recordar que Hy > 0):

Sk — Lipy+SA)Y 1 = Qo+ Qs —1| (13) .

£12 I 87G

Junto con k = 0 (sugerido como dijimos por las observaciones de la
radiacién de fondo), la expresién (13) conduce a: €2y + Qg = 1'0.
e Por otra parte, se sigue de (6) y po ~ 0:

—fofl/ 2
M~ k(3o £8) = 3% - Qn| (19

Junto con (13), k =0y Qy < 0'4, la expresién (14) conduce a fj > 0
(contra todo prondstico)

e Pues bien, recientes observaciones (Riess-Perlmutter, fina-
les 1990’s) indican que las (desde 1990’s, luminosi-
dad absoluta 1, conocida) exhiben una d; mayor (”brillan menos”,
~ 25 %) de ”lo esperado” (fj < 0). Usando el desarrollo (11), resulta
que efectivamente LA EXPANSION SE ESTA ACELERANDO:

fof!!
£72

~ 0'60(>0) (15)

Junto con (13), k =0y (14), la expresién (15) conduce a:

Qp ~ 027] (= Qpat-oscwa ~ 021) y [Qop ~ 0'73] (16)

(= A~073-3H2/c? ~1'4- 107 cm~2, CONSTANTE POSITIVA)

CONSECUENCIAS: Excepto muy cerca de la gran explosién, la
ec. de Friedmann (12) puede escribirse sin el término de radiacién.
Si k = 0, queda: 2 = €= 4 €Af2 integrable elementalmente. Y si
A > 0, la solucién ( ) es (eligiendo t, = 0, con lo que

to resulta la ”edad del cosmos”)

f(t) = K (cosh(v/3c2A t) —1)/3| | con K® = TR
c
e Habra EXPANSION INDEFINIDA, con f” creciente y limt_,oo% =

. C2
e Se sigue de (5): p = S,Té Cosh(\/giz,\ -1

to ~ 13/7 - 10? anos (acuerdo con WMAP y otros datos)
e Hubo CAMBIO DE SIGNO en la aceleracién en una época

teambio = % Y usando (16) se concluye: tcampio == 7’1 - 10? afos

. Y usando (16) se concluye

(acuerdo con ciertas observaciones de supernovas Ia con 1 < z < 2)
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