EXAMEN DICIEMBRE-2006.

1 a) ;Es cierto que sen? z + cos? z = 1 para todo z € C? Demostrarlo o encontrar un valor de z que no satisfaga
la igualdad.
b) {Es posible que el valor méximo de |cosz| para valores de z€ A={z=a+iy:0<ax <1, 0<y<1}se
pueda alcanzar en un punto interior de A?
b) Calcular el valor médximo de | cos z| para valores de z € A

2 47 : :
1 y calcular los residuos correspondientes.

2 a) Clasificar los puntos singulares de f(z) =

us

b) Determinar que tipo de serie es el desarrollo de f(z) en potencias de z— 7, asf como su regién de convergencia.

3 1. Sea h(z) analitica en By = B(0,2), tal que h(z) # 0 si |z| = 1. Demostrar que

[ RE)
211 |z|=1 h(Z)

dz=C

en donde C' es el nimero de ceros de h(z) en el interior de |z| = 1 (contando su multiplicidad).

2. Sea f(z) analitica en Bs, tal que |f(2)| < a < 1 si |z| = 1. Demostrar la continuidad de la funcién ¢(t)
definida como:
1 1—tf'(2)

o(t) = — ———dz
( ) 211 |z|=1 z — tf(Z)
para t real, 0 <t < 1. (¢(t) determina el niimero de ceros de z — tf(z) en el interior de |z| = 1).

3. Calcular ¢(0) y ¢(1) y demostrar que existe un tinico zp € B(0,1) tal que f(z0) = 2o

4 Calcular

“+o0 11,‘2
dx.
/0 (22 +4)*(2* +9)



EXAMEN DICIEMBRE-2006. SOLUCION
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1
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2
b) Si el méximo de | cos z| se alcanza enzy € A entonces, por el principio del médulo maximo, cos z es constante
en un entorno de zp y su derivada (—sen z) es nula en ese entorno, lo que no es cierto.

c)
eim—y + e—iz+y 2
2
2
= cos? z cosh? y + sen? zsenh? y = cos® z(1 + senh? y) 4 sen? zsenh? y

| cos(a + iy)|* =

= 1|e_y(cosx +isenx) + e¥(cosx — isenx)|? =

eV eV Y — e~V
= |[coST——F—— —isenT——r——
2 2

= cos? & + senh? y

de modo que el valor maximo se alcanza parax =0ey =1y es

Vcos20 + senh?1 = /1 + senh® 1 = | cos(7)]

Alternativa: Como el maximo se alcanza en un punto de la frontera, bastaba con estudiar cos x, cos(iy), cos(x+1)
yeos(l1+iy),parad<z<ly0<y<l1

2 2
2 a) Los puntos singulares de f(z) = z j-ﬂl son los ceros de €* + 1: z, = —im + 2kmwi = (2k — 1)mi.
La derivada de cualquier orden de e® evaluada en zj es siempre —1. Luego:
z 1 2 1 3
ef+1=—(z—2z)— 5(2 —z,)° — 5(2 —zk) = (2 — zp)er(2); wr(zr) = -1

Entonces ) ) ( \( )

247 z—am)(z 4w

f(z) = — =

e +1 (z — z1)pr(2)
zo = —im y 21 = im son singularidades evitables. Los restantes z; son polos simples y el residuo correspondiente
es

_ 2 2%k —1 2 2
m( 1 T (2 — 1) — 1) = 724k — 1)

b7)r El desarrollo de f(z) en potencias de z — 7 es una serie de Taylor cuyo radio de convergencia es R =
|§ —i3m| = w@

3 1. Si h(z) tiene un cero de orden k en zy entonces h(z) = (z — 20)*¢(2) con ¢(z9) #0 y

W(z) _ k(z—20)"to(2) + (2 —20)"¢'(2) _ & L @)

h(z) (z = 20)Fp(2) zZ—20 o(2)

y zp es un polo simple de 7 con residuo igual a k. Aplicando el teorema del residuo:

1 W), =,

en donde C' es el niumero de ceros de h(z) en el interior de |z| = 1 (contando su multiplicidad).

|2l = |z = tf(2) + tf ()| < |z = tf ()| + [tf(2) < [z = tf(2) +[f(2)] i 0 <t <1
Por lo tanto, si |z| =1,
[z —tf(2) = |zl = |f(2)| = 1—a
Entonces

_ - L 1-— tlf’(z) . 1-— tgf/(z) Yy — i (tl — tQ)f(Z) — (tl — tQ)ZfI(Z)
o) —olt2) = 5.2 /M_l ( 0 2ot > = ami s Gt 2l (2)

dz




1 M M
|d2] < -t — tal 7521 = Tt — 1o

(1-a)? (1—-a)

siendo M el supremo de |f(z) — zf'(2)| para |z| = 1. La continuidad es consecuencia de la desigualdad.

1 [t1 — t2||f(2) — 2f'(2)]
o(t1) — o(ta
| ( ) ( ) /Izl )

73 W Py Ty T

3. Como ¢(t) es continua y s6lo toma valores enteros, debe ser constante.

1-f'(2)
12— f(2)

y el ndmero de ceros de z — f(z) en el interior de |z| = 1 es exactamente 1.

1 1 1
0) = —dz=1= 1) = —
4(0) o(1) /Izl—

211 |z‘:12 211

dz

22

4 =
&) = )
son polos de orden 2 y los otros polos simples.
El residuo de f(z) en z3 = 3i es

tiene puntos singulares en z; = 2i, 29 = —2i, 23 = 3i y 24 = —3i. Los dos primeros

L L (2 — 23)22 B 22 B -9 -3
Res(f,z3) = Zli)HZlS(z —23)f(2) = le)lfrzl3 (22 +4)2(2 — 23)(2 — 24) - (232) +4)2(23 — 24) - (—9 + 4)26i ~ 508
Para zq, escribimos
_ 1 22 _ 1
I = ey emar @9 - G=ap??

siendo ¢(z) analitica en z; y ¢(z1) # 0.

“1F1 — 2 22% _Z% 2 Z% 21 — 29)%221
Res(f, ) = /() = AR O g T T () 20)

221(21 — 22) (28 +9) — 2§ (2(2% + 9) + (21 — 22)221) _ 4idi(—4+9) + 4(2(—4 +9) + 4i4i)  —80+4(10 — 16)
(21 — 29)3(23 +9)2 B (41)3(—4 +9)2 N —64425 B

—-104 13
—1600:  200:

Para R suficientemente grande:

2

R 332 z
/,R (22 + 4)2(z% + 9)d$ * /Z_R (2 +4)2(z2 +9)

— 1 2
dz=2m'( 3 3) il

50i T 200i) 200

Si |z| = R,
R?= |22 =22 4+4—-4<|22+4|+4 = [2°+4|>R*—4

y, andlogamente
|22 +9|>R?* -9

Entonces,

R? 2R3
S/ |dz| < T —0si R— o0

2
z
dz <
/zzR (22 +4)*(2> +9) sl=r |22 + 47 |22 4+ 9| (R2 —4)* (R? - 9)

Tomando limites,

o x? 1 [ 22 T
der = = dr = —.
o (#24+4)2(x2+9) 2 J_ oo (22 +4)2(22+9) 200





