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THOMAS BAyns =
# Miembro de 1n Roynl Society

Querido Sr.:

Le envio un Ensayo que he encontrado entre los pa-
peles de nuestro desaparecido amigo el Sr. Bayes, y que,
en mj opinidn, tiene un gran mérito y merece ser conser-
vado. La filosofia experimental, como estard usted de
acuerdo, estd muy interesada en los temas tratados en ¢l
Ensayo y por este motivo pienso que no es inapropiado
presentar esta comunicacion a la Royal Society.

Como usted sabe, el Sr. Bayes tuvo el honor de ser
un miembro de esta ilustre Sociedad y es muy apreciado
por muchos miembros de Ia misma como un hibil ma-
temdtico. En una introduccion que €l ha escrifo a este
Ensayo dice que pensé en este tema para encontrar un
método que permitiera establecer resultados acerca de
la probabilidad que tiene de ocurrir un suceso, en de-
terminadas circunstancias, bajo la suposicién de que no
sabemos nada sobre ¢l 8alvo que ha ocurrido un ndmero
de veees y dejado de ocurrir ouro cierto ndmero de veces.
Aflade que pronito se dio cuenta de que esto no serfa muy
dificil de hacer, supuesto qque sc pudicra, y que se podria
dar alguna regla para detesminar la probabilidad de gue
la probabilidad de 1a ocurrencia de un suceso perfecta-
mente desconocido esté enire dos valores dados, antes
de que se haya realizado ningiin experimento acerca del
suceso; v que €l opinaba que la regla debiera ser sn-
ponet ¢quiprobabilidad para todos los valores pusibles.
Afadia que, una vez admitido esto, 1odo lo demds podia
ser calculado facilmente con los procedimientos usuales
de la doctrina del azar. En esta linea he encontrado entre
sus papeles una solucién muy ingeniosa del problems.
Pero mis udelante advierte que el postulado en que sc
basa podria 1o ser admitido por todos como razonable
y. por lo tanto, ha preferido fundamemmr de vua forina
la proposicion que incluye fa solucion del problema y,
en un eseolio, explicar S8 zonCs paru pensur asf y
no llevar al razonamienio matemdrico slgo gue pudiers

ser discutible. Este, como usted podré observar, es el
método que se ha seguido en este Ensayo.

Toda persona juiciosa se dard cuenta de que el pro-
blema tratado no es una mera especulacion de la doctrina
del azar, sino que es necesario resolverlo para [dotar] de
un fundamento seguro a nuestros razonamientos rela-
tivos a los hechos pasados que verosimilmente pueden
volver a ocurrir. El sentido comtin es de hecho suficiente
para hacernos ver que, de 1a observacion de lo que en
ocasiones anteriores han sido las consecuencias de una
cierta causa 0 accidn, uno puede hacer un juicio sobre
cudl va a ser verosimilmente la consecuencia de la causa
€11 olro 0casién, y gue cuanto mayor sca el nimero de
experimentos que tengamos para apoyar una conclusién,
mayor razén habrd para aceptar la conclusién. Sin em-
bargo es cierto que no podemos garantizar, al menos
con total precision, en qué grado la repeticion de ex-
perimenios confirma una conclusién, sin la discusion
particular del problema anteriormenie mencionado; el
cuil, por lo tanto, dehe ser considerado por cualquiera
que quiera uclarar el significado del razonamienio in-
ducrivo o analdgico. Con referencia al presente vemos
que el conocer un poco Mas hace que unas veees que-
demos convencidos, mientras qus otras veces no; y csto
noy permilivd adquirir cerlezas que de otra mancra ig-
norariamos, de manera que con toda probabilidad esto
evitaria ¢l que cometiéramos determinados errores, si
comprendiéramos la fuerza que tiene este tipo de razo-
NAMiento que NOs permite uni mejor comprension.

Estas obscrvaciones demuesiran que el problema que
sc va a resolver en este Ensayo es importanic y no unu
mera euriosidad.  Puede afiadirse con segunidad, gue
es también un problema quc nunca antes habfa sido re-
suclto. De Moivre, de heeho, el gran impulsor de est
narte de las matemdticas, es quién en sus Layes de Avar »,

= vease 16 Docrrina del Azar det 81, De Molvre, po 343, ewe. Ha
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siguiendo a Bernoulli, y con un mayor grado de exac-
titud, ha dado reglas para encontrar la probabilidad de
que si se ha sido realizado un gran niimero de pruebas
referentes a la observacién de un suceso, la proporcién
entre el nimero de veces en que ocurrird y el nimero de
veces en que no ocurrird debe diferir de la proporcion
de la probabilidad de su ocurrencia a la de su fallo en un
dnico experimento menos que un pequefio limite asig-
nado. Pero yo no conozco que nadie haya resuelto el
problema inverso a éste, a saber: Dado el ndmero de
veces que un suceso ha ocurrido y [el nimero de ve-
ces que] no ha ocurrido, encontrar la probabilidad de
que la probabilidad de que se presente esté entre dos
limites prefijados. Lo que el Sr. De Moivre ha hecho
no se puede considerar suficiente para que sea innecesa-
rio considerar el resullado que oflrecemos, especialmente
cuando las reglas que él ha dado no pretenden ser riguro-
samente exactas, salvo cuando el nimero de repeticiones
se hace infinito; de donde resulta que no es obvio saber
cudl debe ser el nlimero de experimentos que hay que
realizar para obtener resultados con suficiente exactitud
en la prdctica.

El Sr. De Moivre llama al problema que él ha resuelto
el mds dificil que puede ser propuesto sobre el tema de la
probabilidad. Ha aplicado su solucién a temas muy im-
portantes y por lo tanto ha demostrado que aquellos que
han insinuado que la doctrina del azar en mateméticas
tiene consecuencias triviales estdn equivocados, y no
puede tener lugar alguno en una investigacion seria *.
Mi propésito es poner de manifiesto las razones que te-
nemos para creer que en la constitucién de las cosas hay
leyes deterministas de acuerdo con las cuales ocurren los
sucesos, y que, por lo tanto, la concepcion del mundo
debe ser el efecto de 1a sabiduria y el poder de una causa
inteligente; y confirmar asi el argumento basado en la
causa final que prueba la existencia de Dios. Sera facil
ver que el problema inverso resuelto en este Ensayo es
mads aplicable a este propdsito; veremos, con claridad
y precision, que en cualquier situacion de sucesos con-
currentes hay razones para pensar que tal ocurrencia u
orden se sigue de causas estables o leyes naturales y no
de las irregularidades del azar.

Las dos ultimas reglas de este Ensayo estan expuestas
sin demostracion. He preferido hacerlo asi, debido a
que su deduccidn ocupa demasiado espacio y alargaria el
mismo innecesariamente, y también porque estas reglas,
aunque son muy ttiies, no responden al objetivo para el
que se han propuesto de modo tan perfecto como uno
desearia. Sin embargo, son féciles de reproducir, si se
considerase oportuno incluirlas en el texto. En algunos
lugares del Ensayo he incluido notas cortas y he afiadido
una aplicacion de las reglas a algunos casos particulares,

omitido las demostraciones de sus reglas pero, con posterioridad, cf
St Simpson las ha proporcionado al (nal de su auado sobre La
Naturalera y Leyes del Arar.

A Va0 su Loctring del Acar. p. 252, ote.

con la finalidad de transmitir una idea mds clara de la
naturaleza del problema y para mostrar hasta donde se
puede llegar en la resolucion del mismo.

Me doy cuenta de que le he robado mucho tiempo,
por lo que razonablemente no puedo esperar que analice
con minuciosidad cada detalle de lo que yo le envio.
Algunos célculos, particularmente del Apéndice, no se
pueden obtener sin un buena dosis de trabajo. He sido
muy cuidadoso en este aspecto y creo que no conlienen
ningin error; pero si hublera alguno, soy yo el tnico
responsable.

El Sr. Bayes habia creido pertinente comenzar el
Ensayo con una breve exposicion de las leyes de la pro-
babilidad. La razdn para hacerlo asi, coma €l dice en
la introduccidn, no fue sélo ahorrar al lector la molestia
de encontrar los principios en los que €l se basa, sino
también porque no sabia como referirse a ellos para una
demostracidn clara de los mismos. El1Sr. Bayes también
se excusa por la peculiar definicion que él da de la pala-
bra azar o probabilidad. Su objetivo con respecto a esto
Gltimo era acabar con las disputas entre los distintos sig-
nificados de la palabra probabilidad, que se utilizan en
el lenguaje ordinario con diferentes sentidos por perso-
nas de opiniones diferentes, y seguin se aplique a hechos
pasados o futuros. Pero por muy diferentes que sean los
significados que pueda tener la palabra probabilidad, to-
dos (observa) se refieren a una esperanza que dependerfa
de la certeza de cualquier hecho pasado, o de la ocurren-
cia de cualquier suceso futuro, que deberfa ser estimada
por un valor mayor en tanto en cuanto el suceso fuera per-
cibido como mas cierto o su ocurrencia mas verosimil.
En lugar de lo anterior, sobre el sentido adecuado de la
palabra probabilidad, €l da el procedimiento que per-
mite medirla de modo correcto cada vez que se use esta
palabra. Pero ya es tiempo de concluir esta carta. La
filosofia experimental estd en deuda con usted por sus
descubrimientos y demostraciones, y, por consiguiente,
no puedo menos que pensar que es del todo acertado
enviarle a usted el siguiente Ensayo y Apéndice.

Que sus investigaciones sean recompensadas con los
mayores €xitos, y que pueda usted disfrutar de todas las
bendiciones, es, Sefnor, el deseo sincero de

su méas humilde servidor
RICHARD PRICE

Newington-Green,
10 November 1763
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PROBLEMA

Dado el nimero de veces que un suceso ha ocurrido
y el de veces que no ha ocurrido, se requiere calcular 1a
probabilidad de que la probabilidad de su ocurrencia en
un solo experimento esté entre cualesquiera dos valores
prefijados.

SECCHON I

Delinicidn

1. Varios succsus son inconsistenies, cuando si uno de
cllos ocurre, no pucde ocurrir ninguno de fos restan-
e3s.

2. Dos sucesos son contrarios cuando uno u otro de ellos
debe ocurrir y ambos juntos no pueden ocurrir.

3. Un suceso se dice que falla cuando no ocutre o, lo
que es lo mismo, cuando su contrario ha ocurrido.

4. Un suceso se dice dererminado * cuando o bien ha
ocurtido o bien ha fallado.

5. La probabilidad de cualguier suceso €s ¢l cociente
cntre el valor de la esperanza del suceso que debe ser
calculada dependiendo de su ocurrencia, y el valor de
la esperanza una vez que ha ocurrido.

6. Poragar se entiende lo mismo que por probabilidad *.

7. Varios sucesos son independientes ¥ cvando la ocu-
rrencia de cualquiera de ellos no aumenta ni dismi-
nuye la probabilidad de los restantes.

Proposicion 1

Cuando varios SUCCsSOs s0m inconsistenics, la proba-
bilidad de l1a ocurrencia de uno cualquiera de ellos, cs 1a
suma de las probabilidades de cada uno.

Supongamos que hay ires sucesos, y que si cualquiera
de ellos ocurre yo recibo IV, y las probabilidades del pri-
mero, segundo y tercero son /N, b/N y ¢/ N, respecti-
vamente. Entonces (por la definicidn de probabilidad) el
valor de mi esperanza para ¢l primer suceso sera a, para
el segundo serd b y para el tercero serd 2 Por lo tanta,
¢l valor dc mi esperanza de los tres juntos sera a+b+c,
Pero la suma de mis ¢speranzas de los trés Sucesos ¢s,
en este vavo, lo esperanza de recibir N supuesto que ha
veurrido alpuno de ellos. Por lo tanio, {por la definicidn

™ NCT [no apareee on cursiva en ol fexlo orgingt]

5), la probabilidad de ocurrencia de uno cualquiera de
elloses(a+b+)/N oa/N +b/N +c/N, la suma de
las probabilidades de cada uno de ellos.

Corolario

Si ¢s scguro quce alguno de los tres sucesos debe ocu-
rTiT, entonces a+b+¢ = N. Yaque en este caso todas las
esperanzas juntas ascicnden a una cierta cantidad espe-
rada de recibir IV, sus valores sumados deben ser iguales
aN. De a?u( estd claro que la probabilidad de un suceso
sumada a fa probabilidad de su fallo (o de su contrario)
¢s un cociente ignal a la unidad. Coma eswos son su-
cesns inconsistenies, uno de ¢llos necesariamente debe
ocurrir. Por lo tanto, si la probabilidad de un suceso es
P/N la de su fallo serd (N — P)/N.

Proposicion 2

Si una persona tiene una esperanza que depende de
la ocurrencia de un suceso, la probabilidad del suceso
es a la probabilidad de su fallo, como la pérdida —si el
suceso falla— es a la ganancia —si el suceso ocurre.

Supongamos queé una persona tiene la esperanza de
recibir IV, dependiendo de un suceso cuya probabilidad
es P/N. Entonces, (de la definicion 5), el valor de su
esperanza es I’ y, por lo tanto, si el suceso falla pierde
algo cuyo valor es P y si ocurre recibe IV, pero su espe-
ranza acaba. Su ganancia es, por consiguiente, N — .
Del mivmmo modo, como 1a probabilidad del suceso es
P/N, la de su fallo, (por el corolario de la proposicion
1),es (N — PY/N. Pero P/N esa N — P/N como I
es a N — P, es decir, la probabilidad del socesoes a la
probabilidad de su fallo, como su pérdida —si el suceso
falla— es a su ganaocia —si el suceso ocurre,

Proposicion 3

La probahilidad de que dos sucesos consceutivos ocu-
rran s el cociente que resulta de muttiplicar la probabi-
lidad del primero y la probabilidad del segundo bajo 1a
suposicion de que ocurra el primero.

Supongamos que, si ambos sucesos ocurren, yo re-
¢ibo IV, que la probabilidad de que ambos sucesos ocu-
rran ¢s I’/ N, que 1a probabilidad del primero ¢s /N (y
consecuentemente la de que no ocurra es (N - a)/N)
y que lu probubilidad de que el segundo ocurra bajo ln
suposicion de que 1o hace ¢l primcero cs b/IV, Entonces,
(de la definicién 3), P scrd ¢l valor de mi esperanza, que
se converiird en b si el suceso primero ocurre. Conse-
cueniemente, si ol sucoso primero ocurre, mi gununein
cabd I,y s falln mi péedida e« P. D donde, por In
PrOPOAICIon anrerior, a/N ca n (N a)/N | s deeir, a
csa N —a,como I ¢s ab— DI, De donde. (componendo
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inverse), a es a N como P es a b. Pero el cociente en-
tre Py N es el producto de la razén entre Py b, y de
la razén entre b y N. Por lo tanto, el mismo cociente
entre Py N es el producto de la razones entre a y N
y entre by N; es decir, la probabilidad de que los dos
sucesos consecutivos ocurran, es el producto de la pro-
babilidad del primero por la probabilidad del segundo
bajo la suposicion de que el primero ocurra.

Corolario

Por (anto si1, de dos sucesos consceutivos, la proba-
bilidad del primero es a/N y la probabilidad de ambos
juntos es P/N | entonces, la probabilidad del segundo
bajo la suposicion de ue el primero ocurra es P/a.

Proposicién 4

Si dos sucesos consecutivos se observan todos los
dias, y cada dia la probabilidad del segundo es b/N vy la
probabilidad de ambos es P/N, y yo recibo N si am-
bos sucesos ocurren el primer dia en el cual el segundo
suceso ocurre, entonces digo, de acuerdo con estas con-
diciones, que la probabilidad de obtener N es P/b. Por-
que, si no fuera asi, sea x /N la probabilidad de obtener
N yseaytalquelarazénde yaxescomolade N —ba
N. Entonces, ya que x/N es la probabilidad de obtener
N (por la definicién 1), z es el valor de mi esperanza.
Y, de nuevo, por las condiciones anteriores, el primer
dia tengo una esperanza de obtener N que depende de
la ocurrencia de ambos sucesos juntos, cuya probabi-
lidad es P/N, y el valor de esta esperanza es . Del
mismo modo, si esta coincidencia no ocurriera tendria
una esperanza de volver a mis circunstancias iniciales,
es decir, de recibir el valor « dependiendo del fallo del
segundo suceso cuya probabilidad (por el corolario de
la proposicién 1) es (N —b)/N o y/z, yaque yesax
como N —besa V. Porlo tanto, como x es la esperanza
e y/x la probabilidad de obtenerla, el valor de esta cs-
peranza es y. Pero estas dos dltimas esperanzas juntas,
son evidentemente la misma que mi esperanza original,
cuyo valor es x, y por lotanto P+y =x. Peroyesax
como N —besalN. Porlotanto, z esa I’ como N es a
b,y /N (1a probabilidad de obtener N) es igual a P/b.

Corolario

Supongamos que después de la esperanza que recibo
en la proposicion anterior, y antes de que se sepa si el
primer suceso ha ocurrido o no, yo supiera que el se-
gundo suceso ha ocurrido; de aqui, inicamente puedo
inferir que el suceso estd determinado en cuanto a mi
esperanza depende, y no tengo razon para estimar que
el valor de mi esperanza sea mayor o menor que lo que
valiera antes. Porque si tengo motivos para pensar que
es menor, seria razonable para mi dar algo a cambio de
volver a mis cicunstancias anteriores, y esto ocurriria

una vez tras otra tantas veces como fuera informado de la
ocurrencia del segundo suceso, lo cudl es evidentemente
absurdo. Igual de absurdo serfa, si dijéramos que yo de-
beria poner una cantidad para hacer mayor mi esperanza,
ya que entonces seria razonable que rechazara algo que
se me ofreciera bajo la condicidon de que renunciase, y
asf volver a la situacion anterior; y €sto ocurriria una vez
tras otra mientras se supiese que el segundo suceso ha
ocurrido (sin conocer nada accrca del primer suceso).

Por consiguiente, a pesar de que se hubiera descu-
bierto que el segundo suceso ha ocutrido, el valor de mi
esperanza deberia ser ¢l mismo que antes, es decir, 2, y
consecuenternente la probabilidad de obiener IV seguiria
siendo (por la defimicion ) z/N o P/b. ~

Pero tras descubrir esto, la probabilidad que tengo de
obtener N es la probabilidad de que el primero de estos
dos sucesos consecutivns haya ocnrrido hajo 1a supo-
sicion de que el segundo ya lo haya hecho, probabilida-
des que ya se establecieron antes. Pero la probabilidad
de que un suceso haya ocurrido es la misma que la proba-
bilidad que yo tengo de apostar correctamente si apuesto
que ha ocurrido. Por lo tanto la siguiente proposicién es
evidente.

Proposicién 5

Si hay dos sucesos consecutivos, de modo que la pro-
babilidad del segundo es b/ N y lade los dos juntos P/N,
y se descubre primero que el segundo suceso ha ocu-
rrido, de lo que deduzco que el primer suceso también
ha/ocurrido, la probabilidad de que esté en lo cierto es
P/b.

* Lo que aqui se dice puede quizds ilustrarse, considerando que todo
lo que s¢ puede perder por ta ocurrencia del segundo succso es la
probabilidad que yo tendrfa de volver a mis primeras circunstancias,
si el succso del que dependc mi csperanza hubiera sido determinado
en la forma expresada en la proposicion. Pero esta probabilidad estd
siempre bien en conira mia o a favor mio. Si el primer suceso ocurre,
estd en contra mia, y es igual a la probabilidad de que el segundo
suceso no ocurra. Si el primer suceso no ocurre, estd a favor mio, y es
igual también a la probabilidad de que el segundo suceso no ocurra.
Por consiguiente, la pérdida por esto no puede suponer una desventaja.

t Lo que el Sr. Bayes demuestra en ésta y en la proposicién prece-
dente es lo mismo quc la respuesta a la siguiente pregunta. ;Cual
es la probabilidad de que un cierto suceso, cuando ocurre, estard
acompailado por otro que sc determinard al mismo tiempo? En este
caso, cuando uno de los dos sucesos estd dado, nada puede deberse
a su esperanza; y, consecuentemente, el valor de una esperanza que
depende de la ocurrencia de ambos sucesos debe ser la misma que el
valor de una esperanza que depende de la ocurrencia de uno de ellos.
En otras palabras: la probabilidad de que, cuando uno de los dos su-
cesos ocurre, el otro también ocurrird, s la misma que la probabilidad
de éste. Llamcmos entonces z a la probabilidad de éste ultimo, y si
b/N es la probabilidad del suceso dado, y p/N la probabilidad de
ambos, ya que p/N = (b/N) X z. entones x = p/b = la probabilidad
mencionada on eslus proposiclones.
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Proposiciéon 6

La probabilidad de que ocurran varios sucesos inde-
pendientes es una razon o cociente calculado como el
producto de las probabilidades de cada uno.

Pues por la propia naturaleza de los sucesos indepen-
dientes, la probabilidad de gue uno de ellos ocurra po se
ve alterada por la ocurrencia o no del resto y, consccuen-
lemente, la probabilidad de que ¢l segundo suceso ocurra
supucsto que el primero haya ocuimido es la misma que
1a de su probabilidud vriginul; pero la probabilidad de
que Cuﬂle.‘i(}uiem dos sueenos vourran ¢ ¢l cociente ¢al-
culado multiplicando la probabilidud del prmero y la
probabilidad del sepundo buyo 1s hipoiesis de que el pri-
mero ocutre, por la proposicidn 3. Por consiguiente, la
probabilidad de que ocurtan dos sucesus indepundientes
cualesquieta es la razdn calculada multiplicando 12 pro-
babilidad del primero por la probubilidad del segundo.
Y, de modo andlogo, considerando el primero y el se-
gundo sucesos juntos como un solo suceso, la probabi-
lidad de que tres sucesos indecpendientes ocurran es la
razén caleulada multiplicando la probabilidad de que los
dos primeros ocurran pur la probabilidad del tercero. Y
asf s¢ puede proceder si hubiera mis sucesos; de donde
la proposicién queda mamfiesta.

Corolario 1

Si hay varios sucesos independicntes, la probabili-
dad de que ¢l primero ocurra v el segundo no ocurra,
el tercero no ocurra y el cuarto ocurra, ele. es el co-
ciente calculado multiplicando la probabilidad del pri-
mero, pot 1a probabilidad de que no ocurra el segundo,
por 1a probabilidad de que no ocurra ¢l tercero, por la
probabilidad del cuurio, eic. Pues la no ocurrencia de un
suceso siempre puede considerarse como la ocuirencia
de su contrario.

Curolario 2

51 hay varios sucesos independientes, y 1a probahili.
dad de cada uno de ¢llos ¢s o, y la de que no ocurra ¢s b,
la probabihdad de que ¢1 primero seurra y el segundo no
ocurra, y el lercero no ocurra y el cuarto ocurra, etc. seré
abba, etc, Pues, de acuerdo con 1a notacion algebraica, si
a representa cualquier cociente y b cualquier otro, abba
representa el cociente calculado muiltiplicando los co-
clentes a, b, b, . Este corolario es, por consiguiente, un
caso particular del anterior.

Definicidn

Si como caisecucnein de clartos daros exise unn priv-
bahilidad de que un Clerto suceso pueda ocurnir, sU ocu-
TeIv1a V 09, come consecucncia do ostos 4Atag, 1o linmn
ncntrencia 0 no ocurrencia de 12 primera prueba. Y s

s¢ repiten los mismos datos otra vez, la ocurrencia o
no del suceso, como consecuencia de ellos, o llamo
ocurrencia o no ocurrencia de la segunda prueba; y as{
sucesivamente, en tanto en cuanto se repitan los mismos
datos. Y, por o tanto, es manifiesto que la ocurrencia o
no del mismo suceso en tantas pruebas diferentes, es en
realidad la ocurrencia o no ocurrencia de tantos sucesos
independientes y distintos exactamente iguales entre si.

Proposicién 7

Si la probabilidad de un suceso os a, v lu de su no
ocurrencia es b en cada una de las pruchas individuales,
la probabilidad de que ocurra » veees ¥ no ocurra ¢
veces en g+ g pruehas es La¥iy 31 K es el ooeficiente
del término en el que aparece aPb? cuando ge desarrolla
el binomio (a + 1Y,

Forque la ocurrencia o no de un suceso en pruebas
distintas son sucesos independientes. Por consiguwiente,
(por el corolario 2 de la proposicion 6) la probabilidad
de que el suceso ocurra en la primera prueba, no ocurra
en la segunda mi en la tercera, y ocurta en la cuarta, y
no oourra en la quinta, etc. (de tal modo que ocurren-
cias y no ocurrencias aparezcan hasta que el mimero de
ocurrencias sea p y el de no ocurrencias ¢) es abbab, etc.
hasta que el ndmero de aes sea p y el de bes sea g, cs
decir, es a?b¥. Del mismo modo, si se considera que el
SUCESO OCUTTE P Veces ¥ 110 0CUITE ¢ YECes en otro orden
particular, su probabilidad es a?b?; pero el nimero de
Ordeney diferentes en los que un suceso puede ocurrir
o no, de modo que ocurra B vedes ¥ no OCUIT4 g veces,
en p + g prucbas ¢s igual al nimero de permutaciones
que aaae bbb admite cuando el nimero de aes es p, y
el nimero de bes ¢s ¢. Y este nidmero es igual a E, ¢l
coehoiente del t€emino on el gue aparece aPd? cuundo
se desarrolla (g + b)P*¥. El suceso, por lo tanto, puede
OCUITII P veces ¥ N0 OCULTIr ¢ veces en p + g pruchas en
F diferentes modos y no mds, y su ocurrencia 0 no de
0o esun difcremcs mudes son sucesos ingonsistontas,
la probabilidad de cada uno de ¢llos es a?b9, y por con-
siguiente, por la proposicién 1, la probabilidad de que,
tde un modo u otro, oculrd p VOCCE ¥ D QLUITH g veces
en p+ g prucbas es ath?.

SECCIONTI

Postulado

1. Supongo que ln tahls cosdiada o plane ABOD
usi4 de 1al forma construida o nivelada que si algona de
las botas £ & W se Innzn habrd 1a misma probobilidad de
que se pure sobre cuulyuier patie Jdel plang, v 9ue dehe
pararse necesariamente sobre algiin lngar de él,
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2. Supongo que la bola W se lanza primero, y que,
a través del punto donde se para, se dibuja una linea os
paralelaa AD, de modo que cortaa CDy ABensy o,
y que a continuacién la bola O se lanza p+q o n veces, y
que al suceso de pararse entre AD y os se le denomina la
ocurrencia del suceso M en una sola prueba. Supuesto
lo anterior:

| | i
| | I
| | |
[ | [
| | |
| | |
| | %
| | [
| | |
i i i
| | |
| | [
| | |
| | |
i | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
B Vi oi e d CI[ b 4
s
|
l m O
We wN\(/ /1 k
i
Lema 1

La probabilidad de que un punto o caiga entre dos
puntos cualesquiera de la linea A3 es la razén de las
distancia entre los dos puntos y la longitud de toda la
linea AB.

Sean f y b dos puntos cualesquiera de la linea AB,y
a través de ellos se trazan fF', b, paralelas a AD que
cortana C' D en F'y L. Entonces, si los rectdngulos C'f,
F'b, LA son comensurables entre si, pueden dividirse en
partes iguales, lo cual una vez hecho, y lanzada la bola
W, la probabilidad de que pare sobre cualquier nimero
de estas partes iguales serd la suma de las probabilidades
de que pare sobre cada una de ellas, ya que los sucesos
de quela bola pare sobre cada una de las diferentes partes
del plano AC' son inconsistentes; y su suma —ya que la
probabilidad de que pare sobre cualquicra de las partes
iguales es la misma—, es la probabilidad de que pare
sobre cualquiera de las partes iguales multiplicada por
el ndmero de partes. En consecuencia, la probabilidad
de gue la bola W pare sobre el [cuadrado] F'h es la
probabilidad de que pare sobre cualquicra de las partes
iguales multiplicada por el niimero de partes iguales de
F'b; y la probabilidad de que pare en algtin sitio entre

Cf o LA, es decir, de que no pare sobre F'B (ya que
debe parar en algtin Tugar sobre AC') es la probabilidad
de que pare sobre una de las partes iguales multiplicada
por el nimero de partes iguales de C'f, LA tomadas
conjuntamente. De donde se sigue que la probabilidad
de que [la bola] pare sobre F'bes a la probabilidad de que
no pare sobre /' como el nimero de partes iguales de /b
es al nimero de partes iguales de C'f, LA en conjunto,
o como FbesaCf, LA en conjunto, o como fbes a
Bf, Ab juntos. De donde la probabilidad de que pare
sobre I'b cs a la probabilidad de que no pare sobre F'b
como fbesa B f, Abjuntos. Y (componendo inverse) la
probabilidad de que pare sobre £'0 es a la probabilidad
de que patc sobre /b sumada a la probabilidad de que
no pare sobre /6 como fbcs a AB, o como la raz6n
cantre fby AB es alarazén enre AL y AE. Pero la
probabilidad de cualquier suceso sumada a la del suceso
contrario es igual a la unidad; de donde la probabilidad
de que la bola pare sobre F'b es a la unidad como el
cociente entre fby A3 es al cociente entre AB y AB,
o sea la unidad; y por tanto la probabilidad de que la
bola pare sobre F'b es el cociente entre fby AB. Pero
ex hypothesi segin la bola W pare o no sobre F'b, el
punto o estard o no entre f y by, por consiguiente, la
probabilidad de que el punto o esté entre f y b es el
cociente entre fby AB.

Sin embargo, si los rectdngulos C'f, I'b, LA no son
comensurables, la dltima probabilidad mencionada no
puede ser ni mayor ni menor que la razén de fba AD;
pues, si fuese menor, seria el cociente entre fcy AB,y
sobre la linea fb se tomarian los puntos p y £ de modo
que pt fuese mayor que fcy las tres lineas Bp, pt, tA
fuesen comensurables (lo que es evidente que siempre se
puede hacer dividiendo AL en partes iguales menores
que la mitad de cb, y tomando p y ¢ los puntos de di-
visién mds cercanos a f y ¢ que estdn en fb). Entonces,
como Bp, pt, t A son comensurables, también lo son los
rectangulos C'p, Dt y el que estd sobre pt completando
el cuadrado AB. De donde, por lo que se ha dicho, la
probabilidad de que cl punto o csté comprendido entre p
y t es el cociente entre pt y ADB. Perosiestientre pyt
debe estar entre [ y b. De donde la probabilidad de que
esté comprendida entre f y b no puede ser menor que la
razén cntre pt v AD, v por consiguicnte debe ser mayor
que la razén entre fe 'y AB (ya que pt es mayor que
fo). Y ya que del mismo modo se puede probar que la
antedicha probabilidad no puede ser mayor que la razén
entre fby AB, ésta debe ser igual.

Lema 2

Habiendo lanzado 1a bola W y dibujado la linea os,
la probabilidad del suceso A en una sola prueba es la
razon de Aoa AD.

Pues, del mismo modo que en el lema anterior, la
probabilidad de que al lanzar la bola () ésta se pare en
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algin lugar sobre Do o entre AD vy s0 es la razén entre
Aoy AB. Pero ¢l que la bola O se detenga entre AD y
so tras un solo lanzamiento es la ocurrencia del suceso
M en una sola prueba. Por consiguiente el lema es
manifiesto.

Proposicion 8

Si sobie BA se alza la figura Bghikm A con la si-
guiente propiedad, de que (la base D A es1d dividida en
dos partes cunlesquiera, como Ab y Bb, y en el punto
de division b s¢ traza una perpendicular que rermina en
feorta a] 1a figura en s © , &, ¥ FCPECICHIAD Yespectiva-
mente los ¢ocientes entre i, Ab, Bhy BA,y IV es el
coeficiente del tdrmimu en el que aparece a”b? cuando
s¢ desarrolla el binomio (o + 870 = EgPr?, enton
ces digo que antcs de lanzar 1a bola W, Ia probabilidad
de que ¢l punto o s encuentre entre [y b, dos punios
vualesquictra de la lnea A B, suponicado que el suoena
M ocurra p VECES Y NO ocurra g veces ¢n P+ g prue-
bas, es el cociente entre fghikmb —la purte de la figura
BghikmA intersecada por las perpendiculares fg, b
wlvadas sobre 1a linea AB—, ¥ C'A ¢l cuadrado sobre
AR

Demostracion

Pues si asi no fuera, consideremos en primer lugar
el cocientc cmre /) —una figura mayor que fghiknb,
y (TA—, vy através de los puntos ¢, d. ¢ se trazan per-
pendiculares a4 fb que cortan a la eurva AmigB en h,
i, k; el punto d ¢s wl que dz es la mayor de las longita-
des de 1as perpendiculares comprendidas entre la recia
fby la curva AmigB; y los puntos ¢, d, « se eligen
de modo que los recidngulos bk, ci, €i, fh, entre todos
juntos difieran menos de fghikmb que 12; todo lo cual
puede hacerse facilmentc con ayuda de 1a ecuacion de
la curva, suponicndo ¢onocidn Ia diferencia entre D y
1a figura fghikmb. Bmonces, como di ©s la d¢ mayor
longitud de todas las ordenadas verticales ¢on base en
10, lns demis decreceran pradualmente a medida que se
alejen de éllo mias y mds en ambus sentidos. tal €omo se
deduce de la construceidn de la ligura y, on consécucn-
cla, eh es mayor que yf o cualquier otra ordenada con
base en e f.

Ahora, si Ao fucse igoal a Ae, entonces por el lema
2, 1a probabilidad del suceso M enuna sola prucba serfa
sl cociente entre Ae v A3 v, en consecuencia, por la
proposicion 1, la probabilidid de que no ocurriera seria
¢l cocieme entre Ko y AK. Por consipuiente, 8l 1 y
¢ son, respectivaments, los dos cocicntcs anteriormente
mencionados, por la proposicién 7, la probabilidad de
que ¢l suceso M ootiITH 1 VEeCES ¥ 1O DouITA i VECER BN
p + ¢ proebas seria [Falr?, Peeo al ser w y v, r08pec-
tlvamenre. los ¢ovlontos euuy Av y ALl y sotic e y
AD. sty es ¢l cocleme enire eh y AH, entonces, por

la construccién de la figura AiB, y = 2Pr?. Por consi-
guiente, si Ao fuese ignal a Ae la probabilidad de que
el suceso M ocurriera p veces y no ocurriera g veces
en p + g pruebas serfa y, o el cociente entre eh y AB.
Y si Ao fuese igual a Af o estuviese entre Ae 'y Af,
la dltima probabilidad mencionada, por las mismas ra-
zones, serfa el cociente entre fg, o alguna otra de las
ordenadas con base en ef, y AD. Pero eh es 1a mayor
de todas las ordepadas con base en e f. Por consiguiente,
bajo el supuesto de que ¢l punto debe estar entre [y 2,
la probabilidad de gue ol suceso M ocurra p veces y no
OCUITA ¢ veces en p+ ¢ pruebus, no puede ser mayor que
el cociente entre ¢h y AB, Existiendo, catonces, estos
dos sucesos eonsecutives, 1 primero que el punto o csté
entre ¢ ¥ f: ¢l scgundy que el suceso M ocurra p veces,
¥ NO ocurrd g veces en @ + ¢ prucbas, y gque 1a probabi-
Jidad del primero (por ¢l lema 1) es el covienie entre ¢ f
y AB, y sobre el supuesto de que ¢l primero ocurra, por
10 que se acaba de demostrar ahora, 1a probabilidud del
segundo no puede ser mayor que ¢l coclente enlre efy y
AD, se sigue evidentemente {de 12 proposicion 3) que la
probabilidad de que ambos ocurran no pucde ser mayor
que la suma del cociente entre e f y A y del cociente
entre chy AB, cuya sumaes el cociente entre fhy CA.
Por consigniente, la probabilidad de que el punito o esté
entic £y ¢, y ¢l suceso M ocurra p veres y no ocurra
g veces, no s mayor que el cociente entre fAy CA. Y
de Ja misma manera, la probabilidad do que el punto o
¢sté entre ¢ y d y el suceso M ocurra 6 1o COmO se ha
dicho anteriormente, no puede ser mayor que el cociente
ente ¢f y C A Y, de nuevo, la probabilidad de que ¢l
punio ¢ esté entre d y ¢, y ¢l suceso A ocurra o nd ¢como
s¢ ha dicho antenormente. no puede ser mayot que ¢l
cociente entre o2 vy C'A. Y, finalmente, l1a probabilidad
de que el punto o csi€ entre ¢ y &, y el suceso M ocu-
ma o 1o como se ha dicho anteriormente, no puede ser
mayor que el cociente entre bk y CA. Simensc ahora
todas estas diversas probabilidades, y su suma (por la
propasicién 1) serd la probabilidad de que el punto esté
entre /' ¥ b ¥ ¢l suceso M ocurra p veCes y no ocurra
g vecos en p | g prucbas. Sdmense, del mismo modo,
los cocientes correspondienics todos juntos, y $u suma
serd ¢l cociente de la suwima de los antecedentes a su con-
seeuente comiin, ey decis, el cociente enus [, oi. Ui
bk todos junios y ' A; coviente gue es mienor que el de
Dy CAvyaque D es mayor que fh, ei, ci, bk juntos.
Y, por lo tanto, la probabilidad de que el punto o esté
comprendido entre f y b, y también [ademds (nota del
autor)] que el suceso M ocurra p veges ¥ oo ocurra g
veces en p + g prucbas, es menor que el cocients entre
Dy CA; pero se supuso que era ¢l mismo, lo cual es
absurdo. Y, del misma modu, inscribicnde rectangulos
dentro de Ia fipora, tales como eg, dh, dk, em, 8¢ pucde
probar que la antcriormente mencionada probubilidud ey
mayor que el cocicnie entre cualguier figura menor que
Tahikmby C A

Por consigulente 1n prohobilidad debe ser sl voviente
entic fyhikmby CA.
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Corolario

Antes de lanzar la bola W, la probabilidad de que el
punto o esté en algtin lugar entre Ay B, o en algtin lugar
sobre la linca AB, y ademads suponiendo que ¢l suceso
M ocurrira p veces y no ocurrird ¢ veces en p+q pruebas,
es el cociente entre la figura AiB y C'A. Pero es cierto
que el punto o estard en algiin lugar sobre AB. Por
consiguiente, antes de lanzar la bola W la probabilidad
de que el suceso M ocurrird p veces y no OCuItira g veces
en p + ¢ pruebas, es el cociente entre AiB y C'A.

Proposicién 9

Si antes de que s¢ sepa algo sobre la situacion del
punto o, ge supiese que el suceso M ha ocurrido p veces
y no ha ocurrido ¢ veces en un total de p + g pruebas,
y de aqui yo opino que el punto o estd entre dos puntos
cualesquiera, como [y b, de la linea AB vy, por consi-
guiente, que la probabilidad del suceso M en una sola
prueba estd comprendida entre los cocientes entre ab y
AB yentre Af y AB; la probabilidad de que esté en
lo cierto es el cociente entre la parte de la figura AiB
descrita anteriormente, intersecada por las perpendicu-
lares trazadas desde AP en los puntos f y b, y la figura
completa A7 B.

Pues, al haber estos dos sucesos consecutivos, el pri-
mero que el punto o esté entre f y b; el segundo que el
suceso M ocurriera p veces y no ocurricra g veces en
un total de p + g pruebas; y (por el corolario que sigue
a la proposicién 8) la probabilidad original del segundo
es el cociente entre AiB'y C A, y (por la proposicién 8)
la probabilidad de ambos es el cociente entre fghimb
y C'A; por consiguiente (por la proposicién 5) habiendo
descubierto primeramente que el segundo [suceso] ha
ocurrido, de aqui deduzco que el primero también ha
ocurrido, y la probabilidad de que estoy en lo cierto es
el cociente entre fghimby AiB, que es lo que se queria
pl‘()baf.

Corolario

Suponiendo lo anterior, si conjeturo que la probabi-
lidad de que el suceso M esta comprendido entre 0 y el
cociente entre Ab y AB, mi probabilidad de estar en lo
cierto es el cociente entre Abm y AiB.

Escolio

De la proposicién anterior estd claro, que en el caso
de un tal suceso como el que denomino M, del niimero
de veces que ocurre y no ocurre en un cierto nimero de
pruebas, sin saber nada mas referente a €I, uno puede
conjeturar acerca de cual es esa probabilidad y, por los
métodos usuales de calculo de las magnitudes de las
dreas mencionadas, calcular la probabilidad de que la

conjetura sea cierta. Y que la misma regla es la propia
[adecuada] que debe usarse en el caso de un suceso so-
bre el cual no conocemos absolutamente nada referente
a su probabilidad, anteriormente a cualesquiera pruebas
referidas a él, parece deducirse de las siguientes conside-
raciones; a saber, que en referencia a tal suceso no tengo
razon para pensar que, en un cierto nimero de pruebas,
un nidmero posible de veces ocurriera mas o menos que
otro. Pues, sobre este supuesto, puedo justamentc razo-
nar refiriéndome a €l [suceso] como si su probabilidad
no se hubiese fijado al principio, y a continuacion se hu-
bicse determinado de tal manera que no me dicra razén
alguna para pensar que, en un cierto niimero de pruebas,
ocurriera un numero posible de veces mis o menos que
otro. Pero éste es exactamente el caso del suceso M.
Pues antes de que se lance 1a bola W, 1o que determina
Su probabilidad en una unicy prueba (por el corolario
que sigue a la proposicién 8), la probabilidad de que
ocuITa p Veces y No ocurra ¢ veces en p + ¢ o n prue-
bas es el cociente entre AiB y C'A, cociente que es el
mismo cuando p+ g o 1 se conoce, cualquiera que sea el
numero p, como se comprobard al calcular [a magnitud
AiB por el método de las fluxiones. * Y, consecuente-
mente, antes de que se sepa el lugar donde estd el punto
o, o el nimero de veces que el suceso M ha ocurrido
en 7 pruebas, no puedo tener motivos para pensar que
podria haber ocurrido un cierto ndmero posible de veces
en lugar de otro.

En lo que sigue, por consiguiente, asumiré por des-
contado que la regla dada referente al suceso M de la
proposicion 9 es también la regla que se debe usar en
relacién con cualquier otro suceso referente a la proba-
bilidad de la que no se conoce nada con anterioridad
a cualesquiera pruebas hechas u observadas referidas a
él. 'Y a un tal suceso lo llamaré un suceso descono-
cido. [Nota del autor: El mértodo de las fluxiones al que
se hace referencia en este escolio es, por supuesto, el
cdlculo newtoniano. ]

Corolario

Por consiguiente, suponiendo que las ordenadas de la
ligura AiB se contraen segun la razén entre &/ y 1, que
no supone alteracién en la proporcion de las partes de
la figura interceptadas entre ellas, y aplicando lo que se
ha dicho del suceso M a cualquier suceso desconocido,
tenemos la proposicién siguiente, que da las reglas para
hallar la probabilidad de un suceso a partir del nimero
de veces que realmente ocurre y el niimero de veces que
no ocurre.

* Se demostrard en la proposicién 10 apartado 4, calculdndola por
el método aqui mencionado, que AiB contraida porlarazénde F a1
esaCAcomo 1esa(n+1)E: de donde se sigue evidentemente que,
antes de contraerla, A7B debe sera CAenlarazénde lan + 1, que
es una razon constante cuando se conoce n, cualquiera que sea p.
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Proposicién 10

Si se describe una figura sobre la base AH (véase
la figura) que tiene por ecuacién y = zPr9, donde y,
Z y 7 son las razones enire las ordenadas de la figura
alzadas en dngulo recto sobre la base del segmento de la
basc comprendida entre laordenaday A, ¢l extremodela
base, y del otro segmento de 1a base comprendidoentre la
ordenada y el punto I7 y la base, que es su denominador
comin. Entonces digo gue si vn suceso ha ocwmido p
veces y no ha ocurrido g veces en p + g pruebas, y si
subre la base AH se toman doy punlos cualesquiera f
y Iy se alvan en fingulo recto las ordenadas fC y tI7,
la probabilidad de quc 1a probabilidad de un suceso esté
comprendida entre lu meon entre Af y AH y la ruzén
cnire At y AH es el cociente entre tFC f —lu purte de
la fipura antcriormente descrita comprendida entre las
dAt.}sI ordepadas — y ACF H la figury completa con base

Esto es evidente, por la proposicién 9 y las observa-
ciones hechas en el escolio y corolarios precedentes.

0

|

1. A fin de poner en prictica la regla anterior, debe-
mos determinar ¢l valor del 4rea de 1a figura descrita v
de las diversas partes que la integran delimitadas por las
ordenadas perpendiculares a su base. A este fin, supon-
gamos que AH =1y HO es el cuadrado sobre AH de
modoque HO = 1. S¢eaCOf =y, Af sxryHf =r,ya
que y, x y r representan las razonesentre Cf, Af y H f
y AH, respectivamente. Por ser la ecuacitn de la curva
y=xPriy(porser Af + fH = AH)r+x = 1, se tiene
que

y=a"(l —z)?

=37 - q.‘l:p“ +

gl = g - 23

53 e,

Ahorabien, sila abscisaes z y la ordenada 2¥, el drea
correspondiente es zP*' /(p + 1) (por la Proposicion 10,
cas. 1, Quadrat. Newt.) * y si la ordenada es gzP*! el
drea es gzP*2 /(p + 2); y de forma andloga para el resto.
Por consiguiente, si la abscisa es z y la ordenada y o
2P — qzP*! + etc., el drea correspondiente es

p+l ps2 2Ap+3)
Coyly — Dig — 2t oo
2. 3p+4) '

Porcomsiguicnte.six = Af = Af /(Aley=C/ =
C[/(AH), entonces

L ACF Pl gPt?
ACT = HO p+l1 p+2

alg— )P
'2(}74"3)% etc,

D esta ecuacion, si g s un ndmere pequeiio, es fhcil
encontrar el valor de Ia razon entre AC'f y HO y de
igual forma a como ésta se enconttd, se tendrd que la
razon entre HC' f v H(O) es

i pqurz pp - }yputd

g+l g+2 2(g+3)
plp— Dip— 2™
— 2-3(q+4) elc.

setic que contard con menos €rminos ¥ por tanto se
ulilizara cuando p sea pequedio.

2. Suponiando las mismas cocag que antag, 1a razén
entre ACfy ITO es

abtlpt  pgrlpg=t q(g = 1)xP+3pe—?

prl A Dp+d) D+

* Aquf cs muy evidente, sin recurrir a Sir Isaac Newton, que al ser
1a fluxion del drea AC'f

-}
gyt = gPi — qePH e + q—(q—z——)mp*zfv — ete,
¢l fluente o dren e
el q'rp"z (g — 1);1;'15*3 .
r +1 r +9 ’(}Y L 3 q)
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qlqg — 1)(q — 2)zP**re—3
P+ Dp+2)(p+3)(p+4)
Tglg— 1)+ 1

(n+Dp+Dp+2)--n’

+ etc. +

donde n = p + ¢, ya que esta serie es la misma que
P [(p + 1) — qP*?/(p + 2) + elc. que aparece en el
articulo primero como valor del cociente entre AD [y
HO, como se ve facilmente sustituyendo en la primera
7 por su valor I — @ y desarrollando los términos y or-
dendndolos segtin las potencias de x. O, de manera mas
simple, comparando las fluxiones de las dos series y
sustituyendo en la primera 7 por —&. =

3. De forma andloga, la razén entre HC'f y HO es

Tq+1.’1}p p,],,q+2xpfl

g+1  (g+D(g+2)
p(p _ 1)7.q+3$p—2
(g+ (g +2)(g+3)

+ etc.

4. Si F es el coeficiente del término del desarrollo
del binomio (a + b)?*? en el que aparece aPb?, la razén
entre la figura ACFH y HO es {(n + )E} !, siendo

* La fluxién de la primera serie es

qrPHlra=ly  ggPrlea—lg  g(g — DaPt2ea—2p

zPris +

p+1 p+1 (p+ Dp+2)
qlg — DzP 29725 g(g — 1)(g — DxPHra—35
(p+ D(p+2) (p+D(p+2)(@+3)

+ etc.
0, sustituyendo 7 por — %,

ppty quJrl,,,q*]a':. . qxp+qufl/,', 3 alg — I)Tp+2rqf2g-,‘,

p+1 p+1 (p+D(p+2)
glg — DaP2r? %% .
= U et

(p+ D(p+2)

que, como todos los términos a partir del primero se cancelan, es igual
a

g—1 »

aPrip=aP(1 — )l =aPt |1 — gu + g——>2" — ctc.
) gl — 1302
=2ty gquPe+ 7(—]9—)—& — etc.
Sl q,:?*“Tz
= la fluxion de Ta tiltima serie, o de — + etc.
p+1 PE+2

Las dos series por tanto son la misma.

n =p+qgyaque, cuando Af = AH, z =1,r = 0.
Por consiguiente, todos los términos de la serie dada en
el Art. 2 que expresan la razén entre AC'f y HO se
anulardn excepto el dltimo, y ésta se convierte en

gg—1D---1
(n+Dp+Dp+2)---n

Pero E es el coeficiente del término del desarrollo del
binomio (o + b)™ en el que aparcce a”b?, que es ignal a

(p+DpP+2)--n
qg—"1---1

Y como Af se supone que es ignal a AH, entonces
AC f = ACH. Por consiguiente este articulo estd claro.

5. Larazoén entre AC' f y la figura completa ACF'H
es (porel Art. 1yel4)

IL’erl q.pr+2

-1 p+3
+ Q(q )33 — etc}

(n+DE{ 013

p+1  p+2

y si, como x expresa larazén entre Af y AH, X deberia
expresar la razén entre Aty AH; larazén entre AF'ty
ACFH serfa

Xp+l qX'p+2
P+l p+2

_ +3
(n+ I)E[ + g — DX etc}

2(p+3)

y en consecuencia, la razén entre {tFCf y ACFH es
(n+1)E multiplicado por la diferencia de las dos series.
Sise comparaesto con laprop. 10tendremos la siguiente
regla prictica.

Regla 1

Si no se sabe nada relativo a un suceso salvo que ha
ocurrido p veces y no ha ocurrido g vecesenp+qgon
pruebas y de todo esto conjeturo que la probabilidad de
que el suceso ocurra en una sola prueba estd compren-
dida entre cualesquiera dos grados de probabilidad X
y &, la probabilidad de que mi conjetura sea cierta es
(n+ 1)F multiplicado por la diferencia entre la serie

P+t B qXp-v-Z glg — U)(pﬂ

— — etc.
P+l pt2 2p+3) eI
v la seric
mp+1 B (]fEP+2 q(q . l){[]P+3 A
p+1 p+2 2(p + 3)
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siendo F el coeficiente de a”b? en el desarrollo de (a +
b)"l'l, . :

Esta es la regla adecuada para usarla cuando ¢ es un
mimero pequefio; pero, si ¢ es grande v p pequefio, basta
cambiar en la serie que tenemos p por g, ¢ por p, T por
ro(l —x)y X por R = (1 — X); lo que no produce
alteracién alguna en la diferencia entre las dos series.

Hasta aqui ¢l ¢nsayo del Sr. Bayes.

En refucion con la repla que hemos dado, hay que
obsevar ademds que, cuando umbos p y g son mimsros
muy grandes, no serd posible aplicarla en la practica
tenienda en cuenta la multitod de términos que contendrd
la serie, Por lo que ¢l 5. Bayes, a resulns de una
investigacion que serfu demuasiado prolija para prescnuar
aqui. ha deducido de esta regla otra. que es como sigue

Regla 2

81 no se sabe nada relativo a un suceso salvo que ha
ocurrido p veces y no ha ocurrido g veces en p+ g o
1 pruebas y de todo esto conjeturo que Ja probabilidad
de que el suceso ocurra en una sola prueba estd com-
prendida entre (p/n) + 2 y (p/n) — z; si i =0 /(py),
a =p/n, b= q/n, F el coeficiente del 1érmino en ¢l que
aparece «Pb¥ cuando se desarrolla (o + b)", y

oot D/(2pg)
- ny/n

multiplicada por la scric

EaPbh?

m?* (n—2m3z (n— 2)n — Ayr’ 27
3 s 20 -3 -7

N (n. — 2)n — 4)n — bym®¥
. 3n.dn .9

ms ™

- gtC.

mi probabilidad de estar en lo cierto ¢s mayor gue

ya) .
| +2EaPlt + 2EaPbd /n

¥ MEnor que

2%
1 - 2Farl — 2EuPl /0’

“ En el munuserite del 3r. Bayves ve lee yue esta probubilicad ex
mayor que 22:/( 1+ 2EaPD9y y menvr yue 222 /(1 — 2Eu?b9), Owiwe
¢l wiver Wrmino de los dos divisares, 1l conas yo los he dado agut.
Paih 08T0 56 40D¢ eviiemements a i pogquenv fallo en Iz deducyidn
de esta regln. de la que wengo razones pura pensar yue ol %1 Bayes
ya la hohin doscubierto, MO 16 pPOviaD a corregir su manudentoe v &

preseqatar Ia regla tal como crew yue deba dasse

y $i p = g mi probabilidad es exactamente 2,

A fin de que esta regla pueda ser itil en todos los
casos, inicamente es necesario saber c6mo encontrar el
valor de EaPb7 y también el de la serie mz — sm’2°+
etc. con un grado de aproximacién suficiente. Con
respecto del primero, el Sr.  Bayes ha demostrado
que, suponiendo que KX representa el cociente entre el
cuadrante de un arco y su radio, EaPb? serd igual a
1v/n/+/(Kpq) multiplicado por Ia razdn, [h], cuyo lo-
garitmo hiperbdlico es

N 1 J1 ! I [ i I !
12600 p ¢ T 1680 | 07 7 g

(1
188 | n? 0 g

donde los coeficientes numeéricos s¢ pucden calcular de
la siguiente manera. Los denominamos A, B, C, D, I,
ete. Entonces

1 1
AT ET
1 A
Begas—73
. ﬂmr;m’
2:6.7 5
D 1 35C+21B+ A
-89 7 '
I 12687 + BAL) *+ 360 + A
G PETIINE ) 9 '
1 ABTE) + 3N+ 105k + 0517 + A
I T IS S i :

# Unos pocos términos de ¢sta seric daran genéraimente ¢f logariimo
hiperbGlico con an grado de exuctitud suficiente. Una serie similar
ha sido dada por los Srs. De Moivre, Simpson y otros eminentes
matemiticos en una expresion para In suma de los logaritmos de los
nfmeros 1. 2,3, 4, 5, ax, cuya sums ellos han afirmado gue ¢5 igusl a

i

5 — gl

i 1 i
loged (o4 = B Tt o — m——
R (rﬁ 2) logt —x + 12: 3600 126047

donde © denota Iz circunfernaia de nn circnlo de radia 1a inidad. Pero
cl Sr. Hayes on i articalo anterior 6 6516 volumen ha demostrado
(UO, HUHYUE S5t eRpIvsion v wprosima al valor de esta sumacuando
clige wie sdinara spropiado de los primeros (Erminos, I sene completn
1O Plede representir en absolwe mluyure camichal, yo rue cisdguics s
que fucse 2, siempre hubifa sny parte de I seric donde cmperaria a
divergm, L0 OBSOFVAION. qunaue nd GT00TR MUCDO Ul 1o ue guu
xx:ﬂr:i Inen werrs: b plencmn de un mslemahco.
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etc., donde los coeficientes de B, C, D, I, F, etc. que
aparecen en los valores de D, F, F, etc. son los 2°,
3°, 4° etc. coeficientes mayores en los desarrollos de
(a+b), (a+b)Y?, (a+b), etc; alos que se adjunta
a cada valor particular el menor de estos coeficientes a
B, el siguiente en magnitud a la letra mds alejada de
B, el siguiente a C, el siguiente a la mas alejada salvo
una de D, la siguiente a la mas alejada salvo dos, y asi
sucesivamente. *

Con respecto al valor de la serie

vy (0
me moe - — elc.
3 2n -5

¢l [el Sr. Bayes] ha observado que se puede calcular di-
rectamente cuando 1z es menor que 1, o no mayor que
\/3; pero cuando 1z es mucho mayor resulta impracti-
cablc hacer esto; en tal caso da una forma de encontrar
facilmente dos valores muy préximos entre los cuales
debe estar su verdadero valor.

El teorema que [€él] da para conseguirlo es el si-
guiente.

Sea K, como antes, el valor de la razén entre el cua-
drante de un arco y suradio, y H larazén cuyo logaritmo
hiperbélico es

221 21 261 20 1

- + — + etc.
on 360n° | 1260m5  1680n’ T

Entonces la serie mz — $m?z* + etc. serd mayor o menor
que la serie

2m222 %n+1
HnyK B " (1 o )
(n+1)/2 n+2)2mz

L
5 2m22\ 17
n{1l—
7
+

(n+2)(n +4)4m323

143
3n3<1 B 2m222) 2

T
C (n+2)(n +4)(n +6)8m5

35t (1= 20 o
n

(n+2)n +4)(n + 6)(n + 8)1em7»7

— ¢tc,

* lle deducido eate método para caleular cstos cochictontos do la

demostracion del lercer lema al inal del Trafeddo yobre e Nufl.rru)z‘r,'u

¥ la Leyes del Azar del Sr. Simpson.

prolongada a cualquier ndmero de términos, segin que
el signo del dltimo término sea positivo o negativo.

Sustituyendo estos valores de EaPd? y

(n —2)ym’z>
2n -5

L 35

mz — gm’ z+ — efc.

en la segunda rcgla sc obticne una (ercera regla, que
cs la regla que se usard cuando mz sea de magnitud
considerable.

Regla 3

Si no se sabe nada relativo a un suceso salvo que ha
ocurrido p veces y no ha ocurrido g vecesenp+q on
pruebas y de todo esto conjeturo que la probabilidad de
que el suceso ocurra en una sola prueba estd compren-
didaentre (p/n)+2zy (p/n)— z, mi probabilidad de estar
en lo cierto es mayor que

LK pgh
V(Kpg) + hn? — hn~

V20 + D(1 = 2m?222 fn) 2
. {2H VEm+2)mz }

y menor que
(Kpgh
V(Epg) + hnt — hn=%
. {ZH 2>+ (1 = 2m22? s

VK (n+2)ymz
V2(n + 1)(1 — 2m?22 fn) i
M VEn+2)(n+4)2m323

donde m?, K, h 'y H representan las cantidades ante-
riormente definidas.

UN APENDICE

Que contiene una aplicacion de las reglas precedentes
a ciertos casos particulares

La primera regla da una solucion directa v perfecta en
todos los casos: y las dos reglas siguientes son solamente
mdtodos particulures de aproximar lus soluciones duduy
por la prunera regla cuando ¢l trabajo de aphcarla ¢s
demasiado grande,
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La primera regla puede utilizarse en todos aquellos
casos en los que bien p o ¢ son cero 0 no muy grandes., La
segunda regla puede utilizarse en todos aquellos casos
en los que mz es menor que /3; y la tercera en todos

los casos en los que m?2? es mayor que 1 y menor que

%—n, si n es un niimero impar y muy grande. Sin noes
muy grande, la dltima regla no es de mucha utilidad ya
que, al decrecer m continuamente cuando n disminuye,
¢l valor de 2 puede en este caso tomarse grande (y, por
consiguicnie, el intervalo entre p/n — 2 y p/n+z cs muy
grande), y sin embargo la operacién pucde realizarse
aplicando la segunda regla, o 7z es menor que /3.

Fero, a lim de mwostrar de una maners clarn y com-
pleta la nawraleza del presents problema, y hasta donde
ha conseguido legur ¢l $1. Buyes en su solucidn, daré ¢l
resultado de csta solucidn en unos pocos cagos, comen-
zando por el mas sencillo,

Supongamos, en primer lugar, un suceso como el que
se denomina A en el ensayo, o un succso sobre el que
no conocemos nada acerca de su probabilidad antes de
realizar las prucbas, salvo que ha ocurrido una sola vez,
¥ nos preguntamos qué conclusidn se puede oblener de
esta informacion acercu de In probabilidad de que ocurra
en una segunda prueba,

Larespuesta es que habria unas apuestas de tres auno
de quc la probabilidad de que ocurriera el suceso en la
segunda prueba fuese mayor que un medio.

Ya que. en este caso, y en todos aquellos en los que
g es igual a cero, la expresion

P P
(n+1){—)—€-——— — L} o XPH _ gt
p+l p+l

da la solucion, como se sigue de aplicar la primera regla.
Sustituyendo, por lo tanto, en esta expresién p + 1 =
2, X =1lyx=1 resulta 1 — (%)2 = 3, quedala
probabilidad de que la probabilidad de que un suceso
ocurra una vez esté entre 4 y 1, supuesto que ha ocurrido
en una ocasion, o (lo que es lo mismo) las apuestas de
que el suceso ocurra en la segunda prueba son mayores
que las de uno a uno. *

Del mismo modo se tendria que, si el suceso ha ocu-
rrido dos veces, las apuestas mencionadas serfan de siete
a uno; si hubiese ocurrido en tres ocasiones, éstas serian
de quince a uno; y, en general, si el suceso hubiese ocu-
rrido p veees, habria unas apucstas de 2 = | a uno, do
que la probabilidad del suceso estuvicse entre % ¥y 1.

* Na hay motives —supongo=— pma obncevar que on exte axmto |
SeHpre A tOMA Sama arern y % comg cquprobabilidad.

Supongamos, de nuevo, que todo lo que yo sé acerca
de un suceso es que ha ocurrido diez veces consecutivas,
¥y nos preguntamos qué razon tendriamos para pensar que
estamos en lo cierto si conjeturamos que la probabilidad
de que ocurra en una sola prueba esté comprendida entre
32- y I‘—f?, 0 que la razon entre las causas de su ocurrencia
y 110 ocurrencia sea un cociente comprendido entre diez
y seis sobre uno y dos sobre uno.

Aquip+1 =11, X = 16/17Tyx=2/3y XP* -
Pt = (16/17)” - (2/3)“ = 0.5013 etc. Por tanto, la

respuesta €s que casi tendremos una probabilidad de 0.5
de ueertar,

De esta manera, poxiemos determinar en cnalquier
caso qué conclusidn debemoy inferis de un mimero de
cxpenmentos a lus no se opongan eXperimentos contra
rios. Todos entendemos, en peneral, que hay razones
para gue espereiiidd ver Ul SuCeso con muyor o menor
confianza depemdiendo del mayor o menor mimero de
veces en que, bajo las cucunstancias dadas, haya ocu-
1rido sin interrupcidn; pero aqui vemos exactaments cudl
es esta razon, en qué principios sc basa, y cdma debemos
rcgular nuesirus esperanzas.

Pero parece apropiado que analicemos esto en mayor
profundidad.

Imagmemos un sélido, ¢ un dado, de cuya consti-
tucién o nimero de caras no sabemos nada, y que vamos
a1 razonar sobre €stas, a partir de los experimentos que
hagamos tirandolo,

En este caso, deberia observarse que resulta altamente
improbable quc ¢l s6lido, en el primer intento, caiga
en alguna cara prefijada, puesto que sabemos que debe
caer sobre alguna cara, pero puede haber una infinidad
de otras caras, o caras marcadas de otro modo, siendo
igualmente probable que puedan aparecer éstas. La pri-
mera tirada solo mucsira que clf dado fene 1a cara quc ha
aparecido, sin aportar razoncs quc NOs permitan pensar
que tal cara aparecerd mds veces que oira card. Pare-
cerd, por tanto, que despuds de la primera tirada, y no
antes, estarfamos en las circunstancias requeridas por
las condiciones de este problema, y que todo el efecto
de esta tirada seria, precisamente, ponemos en fales cir-
cunstancias. Es decir: la aparicion del resultado de la
primera tirada en una tirada posterior seria un suceso
relativo a una probabilidad o umprobabilidad de la que
no podrfamos formar juicio, y de la cual no sabriamos
mds que que se encuentira entre cero y uno. Con ¢l
segundo ensayo. deben comenzar nuestros cdloulos; y
si cn tal cnsayo, ¢l sélido imaginado vuclve a aparecer
con la misma cara, surge la probabilidad de wes a uno
de gue tengu mids caras de eso tipo que de 7odos los
orros Tipos de earas; o (lo que viene a ser 1o mismo)
hay algo en s constinicion que hace que tal cara apa-
rezea mAs 4 menudo: Y ¢sta probabilidad crecera, on
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la forma ya explicada, con el nimero de veces en que
ha aparecido tal cara sin fallar. No debe imaginarse, sin
embargo, que cualquier nimero de tales experimentos
puede dar razén suficiente para creer que nunca apare-
cerd otra cara. Pues, supongamos que ha aparecido la
misma cara en todos los ensayos en un milién de ocasio-
nes. Hn tales circunstancias, habria una improbabilidad
de que tenga menos de 1400000 veces estas caras que
las otras; pero habrfa también una improbabilidad de
que tenga 1600000 veces mas. Esta altima probabilidad
serfa uno menos 1600000/1600001 elevada a la poten-
cia millonésima, que es, aproximadamente, 0.4647 y la
otra seria 1400000/1400001 elevada a la misma poten-
cia, que es, aproximadamente, 0.4893, Por ser ambus
menores que 0.5, esto demuestra lo que he dicho. Pero
aungue seria entonces improbable quc tuviese 1600000
veces mds o menos que 1400000 veces mds de estas caras
que de las otras, no quiere decir que tengamos razon para
creer que la verdadera proporcion esta en este caso entre
1600000 a uno y 1400000 a uno. Porque aquel que se
tome la molestia de hacer los célculos puede comprobar
que hay aproximadamente una probabilidad de 0.527,
es decir algo mds que 0.5, de que esté entre 600000 a
uno y tres millones a uno. Debe, quizd, afiadirse que es
més probable que esta proporcion esté entre 900000 a
1y 1900000 a 1 que entre cualquier par de proporcio-
nes cuyos antecedentes estén en relacién de 900000 a
1900000, y sus consecuentes sean la unidad.

He hecho estas observaciones principalmente porque
son aplicables a sucesos de la Naturaleza. Antes de cual-
quier experiencia, serfa tan improbable como infinito a
uno, que cualquier suceso especifico, antes de que pueda
incluso imaginarse, deberia scguir la aplicacion de un
objeto natural a otro; porque habrfa una igual probabili-
dad para un conjunto infinito de otros sucesos posibles.
Pero una vez que hayamos visto cualquier efecto parti-
cular, como el que arda la madera al ponerla en el fuego,
o se produzca la caida de una piedra al apartarla de los
objetos contiguos, entonces las conclusiones que se ex-
traigan dc cualquier ndmero de sucesos subsiguientes de
la misma clase se determinarfan de la misma manera a
como se ha hecho con el s6lido. En otras palabras, el
primer experimento que se haga sobre cualquier objeto
natural nos informarfa sélo de un suceso que puede su-
frir un cambio particular en las circunstancias de esos
objetos; pero no nos sugeriria ninguna idea de unifor-
midad en la naturaleza, o darnos la mds minima razén
para entender que fue, en ese caso o en cualquier otro,
mas regular que irregular en sus operaciones. Pero si el
mismo suceso se ha producido sin interrupcién en uno
0 varios experimentos consecutivos, entonces se habrd
observado alglin grado de uniformidad; y se habrd moti-
vos para esperar el mismo €xito en otros experimentos,
y los célculos dirigidos por la solucion de este problema
podran llevarse a cabo.

No estd de més dar un ejemplo en este punto.

Imaginemos una persona a la que acaban de poner en
este mundo, y se le deja que recoja, a partir de sus obser-
vaciones del curso y orden de los sucesos, qué fuerzas y
causas tienen [ugar en él. Probablemente, el Sol serfa el
primer objeto que llamaria su atencién; después de per-
derlo la primera noche, seria completamente ignorante
de si volveria a verlo otra vez. Estarfa, por tanto, en las
condiciones de una pesona que fucse a realizar su ex-
perimento por primera vez sobre un suceso totalmente
desconocido para €él. Pero dejémosle ver una segunda
aparicion del Sol, y aumentarfa en €l la esperanza de un
segundo retorno, y €l podrfa saber que hay unas apues-
tas de 3 a | para alguna probabilidad de que esto ocurra.
Estas apuestas se incrementar{an, como unles se repre-
sent(, con el namero de retornos del Sol de los que luese
testigo. Pero ningdn ndmero de retornos serfu suficiente
para producir certeza absoluta, o {fsica. Supongamos,
por ejemplo, que lo hubiese visto volver a intervalos
regulares un millon de veces. Las conclusiones que
esto garantizaria serfan como sigue. Habria apuestas
de 21009000 3 yuno, de que serfa probable que volviese de
nuevo al final del intervalo usual. Habria una probabi-
lidad de 0.5352, de que las apuestas a favor de esto no
fuesen mayores que 1600000 a 1; y una probabilidad de
0.5105, de que no fuesen menores que 1400000 a 1.

Deberia recordarse con atencion que todas estas de-
ducciones presuponen un desconocimiento total de la na-
turaleza. Después de haber observado por alglin tiempo
el curso de los sucesos se encontraria que la natura-
leza es, en general, bastante regular y que las fuerzas
y leyes que prevalecen son estables y permanentes. La
consideracion de esto conducird a que, frecuentemente,
algiin experimento produzca una esperanza de éxito mu-
cho mds fuerte de lo que hubiese sido razonable en otro
caso; igual que la observacion frecuente de que sucesos
de algdn tipo aparezcan juntos nos llevarfa a concluir,
tras descubrir un suceso, que aparecen con muchos otros
del mismo tipo. Es obvio que esto, lejos de contradecir
las deducciones inevitables, es sélo un caso particular
en el que debe aplicarse.

Lo que hemos dicho parece suficiente como para mos-
trarnos qué conclusiones deben seguirse de una expe-
riencia uniforme. En particular, demuestra que en lugar
de probar que los sucesos ocurrirdn siempre de acuerdo
con ello, habra siempre motivos en contra de esta con-
clusién. En otras palabras, donde el curso de la natu-
raleza haya sido mayoritariamente constante, sélo po-
demos tener motivos para confiar en una recurrencia de
sucesos dados proporcional al grado de esta constancia;
pero no podemos tener motivos para pensar que no hay
causas en la naturaleza que alguna vez interfieran con Jas
operaciones de las causas de las que se derive esta cons-
tancia, o ninguna circunstancia bajo la cual pueda fallar.
Y, si esto es verdad, suponiendo que nuestros tinicos da-
tos se deducen de la experiencia, encontraremos motivos
adicionales para pensar asi si aplicamos otros principios,
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0 podemos recurrir a otras consideraciones que la razén,
independientemente de la experiencia, pueda sugerir.

Pero he ido mds alld de lo que tenia previsto; y es
hora ya de que prestemos atenci6n a otro problema rela-
cionado; quiero decir, a casos en los que un experimento
haya a veces acabado en ¢xito v, a veces, en fracaso.

Aqui, de nuevo, para ser tan claro y explicito como
sea posible, resultard adecuado considerar el signiente
Ca80, que €3 el mas seocillo en el que puedo pensar.

Imugipemos una persona presente en el sorlen de nna
loteria, que no sabe nada del esquema que se emplea ni
de 1a proporcion entre el ndmero de blancos y el de pre-
mios en ella. Supongamos, ademds, que estd obligudu u
inferir ésta 4 partir del nvmero de dlancos que escucha en
comparacion con ¢l nimero de premios, y nos progunta-

mos a queé conclusiones podemos llegar razonablemente
en tales circunstancias.

Supongamos, primero, que escucha que se han ex-
traido diez blancos y un premio, y nos preguntamos qué
probabilidad tendra de acertar si conjetura que la pro-
porcidn entre blancos y premios estd comprendida entre
las proporcionesde 9a lyde 11 al.

Tomando aqui X = %, T = T%’ p =10, q = 1,
n = 11, £ = 11, la probabilidad requerida, segin la
primera regla, es (n+ 1) E multiplicado por la diferencia
entre

Xp+l qup+2 wm} quH-Z 1211
p+1 p+2 y p+l  p+2 )7

OEONRION (:—Q”

11 12 |1

=0.07699 ctc.

Habria, por tanto, unas apuestas de alrededor de 923
a 76, o casi 12 a 1, en contru de yue haya acertado. 3s
hubiese conjeturado sélo, en general, que hay menos de
9 blancos por premio, habria habido una probabilidad
de que estuviese en lo cierto de 0.6589 o, fen términos
de apuestas] unas apuestas de 65 a 34.

De nuevo, supongamos que escucha que han salido
20 blancos y 2 premivs; ;qué probabilidad tendra de
acertar si hace las mismas conjeturas?

En este caso, X y « valen lo mismo, pero n = 22,
p=20,q =2, E =231 y la probabilidad solicitada es
isual a

o+ P2
(n+ DHFE { {X — 4x +
p+1 p+2

glg — HXPH
2(p+3)

P ga™? glg— et
p+1l  p+2 2(p+3)

= 0.10843 etc.

Tendrd, por tanto, una mayor probabilidad de acertar
que en el cayo anterior, estando las apuestas contra él en
1a relacitn de 892 a 108 o, alrededor de 9 a 1. Pero, si,
como antes, s6lo hubiese conjeturado, en gencral, que
hay menos de 9 blancos por premio, su probabilidad de
ucertar seria peot, PUGSto que en lugar de 0,6389, o una
ajpuesta de casi dog a uno, serfa (1,584, o una dpuesty de
584 a 415,

Supongamos, mds ain, que ha escuchado que han
salido 40 blancos y 4 premios; ;cufles serdn las proba-
bilidades antes mencionadas?

Las respucstas ahora serian, respectivamente, (.1525
y 0.527. Por tanto, habrd apuestas de s6lo 53 a 1 en
contra de que la proporcidn entre blancos que han salido
y premios esté comprendidaentre 3aly 1l al,yalgo
mds de 0.5 de probabilidad de que sea menos que de 9 a

Una vez mas. Supongamos que ha escuchado que se
han sacado 100 blancos y 10 premios.

La respuesta en este caso puede atin hallarse con la
primera regla. La probabilidad para que la proporcion
entre blancos y premios sea menor que lade 9 a 1 serd
(1.44109, y para una proporcién mayor que lade 11 a
1, es 0.3082. Seria, por tanto, probable que no hubiese
menos de 9 o mds de 11 blancos por premio. Pero, al
mismo tiempo, sera improbable # que la probabilidad
esté comprendida entre las razones de 9a ly 11 a 1,
siendo esta probabilidad aproximadamente 0.2506. Por
tanto, habrd apuestas de casi 3 a 1 en contra de esto.

Do estos cilculos, so signe qus, hajer las hipétosis
que he hecho, la probabilidad de acertar al conjeturar
la proporcion entre blancos y premios coincidira apro-
Rimpidamenie ool 11 del pdneiv Je Pluncyy 1especto al
ndmero de premios obtenidos, crecerd continuamente al
aumentar estos nidmeros; y que, por tanto, cuando son
considerablemente grandes, esta conclusion puede con-
siderarse moralmente cierta. Por las mismas razones, s¢
sigue universalmente, con respecto a cualquier suceso
del que se haya hecho un nimero grande de experimen-
tos, que las causas que llevan a su ocurrencia estdn en

# Me imagino que ningana persona atenta encontrard problemas
en esto. Solo dice que, suponiendo que el intervalo enre O v | se
divide en cien probabilidades iguales, habré 44 de eltas a favor de una
proporcion cntre blancos y premios menor que de 9 a 1, 31 para una
proporcién mayor que de 11 a [, y 25 para una proporcion entre 9 a
1y 11 a 1. Ademds, es obvio que, aunque una de esas proposiciones
debe ser cierta, puesto que todas cllas ticnen més probabilidades en
contra quc a favor, todas ellas son, por separado, improbables.




78 Thomas Bayes

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2001; 95

la misma proporcion que las causas de su no ocurrencia,
como el nimero de ocurrencias al nidmero de no ocu-
ITencias; y que, si un suceso cuyas causas se suponen
conocidas, ocurre mds frecuentemente o mds raramente
de lo que estarfa de acuerdo con esta conclusion, habra
razones para creer que hay causas desconocidas que per-
turban el funcionamiento de las [causas] conocidas. Por
tanto, en el caso particular de los sucesos naturales, pa-
rece que hay evidencia que demuestra que se derivan de
causas permanentes, o leyes establecidas originalmente
al constituirse la naturaleza de manera que se produzca
aquel orden de los sucesos que observamos, y no por
ninguna de las fuerzas del azar+. Esto es tan cvidente
como seria, en ¢l caso en que he insistido, que larazén de
sacar 10 veces mas blancos que premios en millones de
pruebas [uese, mds 0 menos, que hubiese en [el bombo
de la loteria] una proporcién similar de blancos mds que
de premios.

Pero continuemos un poco mds en la demostracion
de este punto.

Hemos visto que suponiendo que una persona, igno-
rante de todo el esquema de una loterfa, debiese conje-
turar, al enterarse de que han salido 100 blancos y 10
premios, que la proporcién entre blancos y premios en
laloterfaest€ entre 9a 1y 11 a 1, la probabilidad de que
esté en lo cierto seria 0.2506 etc. Preguntémonos ahora,
cudl seria esta probabilidad en algunos casos més.

Supongamos que en 1100 ensayos han aparecido
1000 blancos y 100 premios.

En este caso, las potencias de X y x crecen tanto, y
el nimero de términos en las dos series

Xp+l qXp+2 po q$p+2
p+1 p+2 Y p+1  p+2
es tan numeroso que seria excesivamente laborioso ob-
tener la respuesta con la primera regla. Es necesario, por

tanto, recurrir a la segunda regla. Pero para usarla, el

intervalo entre X y x debe alterarse ligeramente. Como

09 ! : 0 _ 1 10, 1
T~ 10 €S 1g. el intervalo entre 7 — 75 YV 7 + 115

11
casi coincidird con el intervalo 1% y % sOlo que serd
algo mayor. Si, entonces, nos preguntamos, cudl seria la
probabilidad (suponiendo solamente que se han extraido
1000 blancos y 100 premios en 1100 pruebas) de que la
probabilidad de obtener un blanco en un sélo ensayo

£ 0o 1 10, 1 {
este entre 1 oY 1t 1o tendriamos una pregunta

del mismo tipo que las preguntas anteriores, y asi nos
desviarfamos poco de los limites verdaderos.

etc.

La respuesta, de acuerdo con la segunda regla, es que
esta probabilidad es mayor que

2%
| +2EaPbi + 2Earb?/n

* Véase la pagina 250 de la Doctrina del Azar del Sr. De Moivre.

y menor que

23
1 —2EaPb? — 2EaPbd /n

donde ¥ es

_ (n+1)\/(2pg)
- ny/n

mz3  (n=2m’°
C 4TI — + — etc. .

¥ EaPp?

3 2n -5

Si hacemos p = 1000, ¢ = 100,n = 1100, z = 15,

n’ 1 Vn
c= 2/ L) = 1.048808, EaPbl=h— Y
e 4¢<pq> . 2 (Kpgr

siendo £ la razén cuyo logaritmo hiperbdlico es

1 |1 1 1 1 1 1 1

12{71_]3_5}_360{713-;-)5&4

1 1 1 1
+%[ﬁsﬁﬂ“’”~

y K larazén entre el cuadrante del arco y el radio; la pri-
mera de tales expresiones resulta ser 0.7953, y la dltima
0.9405, aproximadamente. Por consiguiente, la proba-
bilidad que se busca serd mayor que 0.7953 y menor que
0.9405. Esto es, las apuestas de que acierte al conjeturar
que la proporcion entre blancos y premios esté aproxi-
madamente comprendida entre las razones de 9 a 1 y de
11 a1l (o, exactamente, las razonesde 9a l yde 1111 a
99), que es mayor que las de 4 a 1, y menor que las de
l16al.

Supongamos, de nuevo, que s6lo se sabe que los blan-
cos han aparecido 10000 veces y los premios 1000 veces
en 11000 ensayos. jCudl serd la probabilidad pedida en
tal caso!

Aqui, tanto la segunda como la primera reglas resul-
tan inutiles, pues el valor de mz es tan grande que es
dificilmente posible calcular directamente la serie

mz>  (n—2)m’2°

mz — 3 + .5 — etc.

Debe usarse, por tanto, la tercera regla; y la informacién
que nos da es que la probabilidad requerida es mayor
que 0.97421, que corresponde a unas apuestas de 40 a 1
0 mayores.

Mediante cdlculos similares pueden determinarse
universalmente las esperanzas garantizadas por cuales-
quiera experimentos, segin los diferentes nimeros de
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veces en que hayan acabado en éxito o fracaso; o lo qué
deberfamos pensar de la probabilidad de cualquier causa
en Ja naturaleza, con la que tengamos relacién, produzca
0 1o, en una sola prueba, un efecto al que esté asociada.

La mayorfa de las personas, probablemente, podrian
esperar que las probabilidades en el ejemplo que he dado
fuesen mayores que las que he encontrado. Pero esto
solo muestra lo propensos que somos a cometer errores
cuando razonuamos sin hacer cdlculos. Debemos, sinem-

bargo, recordar algo aquf: lo estrecho que es el intervalo
entre 15 ¥ 13, oentre ¥+ oy 10 L Si hubigsemos
tomado un ntervalo un poco mayor, habrfa habido una
diferencia considerable en los resultados de los calculos,
Asi, si lo hubiésemos tomado de doble tamaiio, 0 7 = *51_,; s
habriamos encontrado en el cuarto ejemplo que en lugar
de apuestas en contra habria apuestas a Iavor de acertar

al juzgar que la probabilidad d¢ sacur un bianco en un

sOlo intento estuviese entre %(1—) + 515 y },(;} — —%

Los célculos anteriores nos muestran ademds los usos
y defectos de las reglas que hemos establecido en este en-
sayo. Es evidente que las dos altimas reglas no nos dan
las probabilidades requeridas dentro de limites tan cs-
trechos como deseariamos. Pero, de nuevo, deberiamos
considerar que estos limites se hacen mds y mds estre-
chos si tomamos g mayor con respecto a p; y cuando p
y g son iguales, la solucidn exacta en ambos casos viene
dada por la segunda regla. Por lo tanto, ambas reglas

guian nuestro juicio, lo que puede ser de considerable
utilidad hasta que alguna persona descubra una apro-
ximacién mejor al valor de ambas series en la primera
regla =,

Pero quiz4 lo mds importante de este Ensayo es que
es completo en aquellos casos en los que més se necesita
la informacion, y donde la solucion del Sr. De Moivre
al problema inverso apenas aporta una solucién; quiero
decir, en aquellos ¢asos en los que p 0 ¢ son pequeiios.
En otros casos, o cuando p y ¢ son grandes, no es dificil
percibir la verdad de lo que aqui se ha demostrado, o que
hay razén para creer en general que las probabilidades de
yue oeurra un sUceso estdn respecto a las probabilidades
de su fracaso en la misma razon que aquéllaentre p y ¢.
Pero mucho nos engafiarfamos si pensasemos lo mismo
cuando p 0 ¢ 350N pequefivs, Y aungue en 6508 Ca508 los
Datos no son suficientes para descubrir 1a probabilidad
exacta de un suceso, sin embargo es il encontrar los
limites entre los que se puede suponer razonable que
deba encontrarse, y también ser capaz de determinar el
grado preciso de asentimiento que se debe a cualquier
conclusién o afirmacién relacionada con ellos.

* Desde que esto fue escrito he encontrado unt método que mejora
considerablemente la aproximacitn en lag reglas segunda y tercera
demostrando que la expresion 22 /(1 + 2Ea”b? + 2EaPb? /n) se
aproxima tanto al verdadero valor como queramos, por debajo. Parece
necesario aclarar esto, aunque no demos la demostracion.

NOTAS A LA TRADUCCION

En esta traducion, que creemos ¢s la primera que se
realiza en lengua espafiola, hemos intentado respetar al
mdximo el lenguage arcaico del original aun a costa de
su intcligibilidad *, excepto en aquellos pocos casos en
los que una ligera modificacion o actualizacién aclarase
el significado del texto. Asi por ejemplo, en €l titulo
del Ensayo, hemos traducido Doctrine of Chances por
Doctrina del Azar en lugar de Teorfa de la Probabilidad
como hoy se conoce a esta disciplina. Por la misma
razon hemos traducido el titulo de la obra de De Moivre
Doctrine of Chances por Doctrina del Azar.

La palabra odds, que tan frecuentemente aparece en
el original, 1a hemos traducido como apuestas, en vez
de razon de puntos, tal como apurece en el Vocabulario
Cientifico y Técnico de la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales. El motivo es, de una parte,
ser fieles al original y, de otra parte, mantener la idea de

* Me remito a la nota introductoria del tricentenarioc donde se men-
ciona 1a dificultad de interpretacion del texto en algunos pasajes.

medir probabilidades en términos de apuestas, tan pre-
sente en el mundo anglosajén desde los origenes del
Ciélculo de probabilidades. No olvidemos que la eva-
luacién de probabilidades subjetivas, cuyo origen estd
precisamente en este Ensayo, se realiza, con mucha fre-
cuencia, en términos de apuestas.

La notacion matemdtica del original se ha cambiado
por la actual solamente en aquellos casos en las que
difiere en exceso, como son los paréntesis, corchetes,
etc., aunque siempre se ha intentado respetar al maximo
1a original.

Los términos newtonianos fluent y fluxion, que apa-
recen en el texto, referidos a una funcion y a su derivada
sc han traducido, como es habitual, por fluente y fluxion,
respectivamente.

La expresion hyperbolic logarithm, con la que se des-
ignaba en esa época al logaritmo natural la hemos tradu-
cido como logaritmo hiperbdlico. En las tres ocasiones
en las que aparece la frase the ratio of the quadrantal
arc to it's radius —es decir, 7w /2, en notacién actual —
la hemos traducido literalmente por la razdn entre el
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cuadrante de un arco y su radio.

Las dos figuras del texto original se han dibujado de
nuevo ajustdndose al maximo a las originales, conser-
vando la graffa y el significado de las curvas.

Quiero, finalmente, agradecer a los traductores el es-
mero que han puesto en su tarea, lo que ha simplicado
enormemente las tareas de coordinacion y de correccidn.
Los posibles errores que aun pudieran quedar son tni-
camente responsabilidad mfia.

Francisco Javier Girén

Supuesto retrato de Thomas Bayes (17027-1761)



