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UN ENSAYO ENCAMINADO A RESOLVER UN PROBLEMA EN LA
DOCTRINA DEL AZAR

pur el difunto Sr, Bay5, R R. S. í'omllnkudo por el SI'. priee en una carta a .10M Cantf)n, A.M. & F. R. S. T,eídll el 23 de
Diciembre de 17(,3.

THOMAS BAYES"

*Mlcrnhrn dI.' lu Royo] Sm~it\ly

Querido Sr.:

Le envío un Ensayo que he encontrado entre los pa-
peles de nuestro desaparecido amigo el Sr. Bayes, y que,
en mi opinión, tiene un gmn mérito y merece ser conser-
vado. La filosofía experimental, como estará usted de
acuerdo, está muy interesada en los temas tratados en el
Ensayo y por este motivo pienso que no es inapropiado
presentar esta comunicación a la Royal Socíety.

Como usted sabe, el Sr. Bayes tuvo el honor de ser
un núembro de esta ilustre Sociedad y es muy apreciado
por muchos miembros de la misma como un hábil ma-
temático. En una introducción que él ha escrito a este
Ensayo dice que pensó en este terna para encontrar un
método que permitiera establecer resultados acerca de
la probabilidad que tiene de ocurrir un suceso, en de-
terminadas circunstancias, bajo la suposición de que no
sabemos nada sobre él salvo que ha ocurrido un número
de veces y dejado de o<.'urnrotro cierto númf;.'ru dH VHCtlS.
Añade que pronto se diQ cuenta de que esto no sería muy
difí;;:i1oe haccr, supue~to que se pudicffI, y qlle se podría
dLtf ulgunu regla para detCHnínar la prohabilidad de: qu(:
la probabilidad de lu ocurrencia de un slIceso pelfeda-
mente descóflócido esté entre dos valores dados, anles
de que se haya realizado ningún experimento acerca del
&u.;;eso;y que él opinaba que la regla debiera ::ier su-
poner equiprobabilídau para todo~ los valores pusibles.
Añadía que, una vez admitido esto. tooo 10demás podío
st:r calculado fácilmenb: con los procedimientos usuales
de la doctrina del azar. En eSUllínea he encontrado entre
sus papeles una solución muy ingeniosa del problema.
Pero más adelante advierte que el po~luladoen que se
hmm pOllrfa 110ser admitido pm toduli l;omo razonabley. por lo mnto, ha preferido fundumcmur de Ulm furUln
lu propusici('in que incluye la wluciún del problema y.
en un escolio, cxpllcnr Sl1S rnzone:; puru pommr UNí >'
no lkvar al razonamiemo matemtltico ulgo que pudicru

ser discutible. Éste, como usted podrá observar, es el
método que se ha seguido en este Ensayo.

Toda persona juiciosa se dará cuenta de que el pro-
blema tratado no es una mera especulación de la doctrina
del azar, sino que es necesario resolvedo para [dotar] de
un fundamento seguro a nuestros razonamientos rela-
tivos a 105 hechos pasados que verosímílmente pueden
volver a ocurrir. El senrido común es de hecho suficiente
para hacemos ver que, de la observación de lo que en
ocasiones anteriores han sido las consecuencias de una
cierta causa o acción, uno puede hacer un juicio sobre
cuál va a ser verosímilmente la consecuencia de la causa
en otro ocasión, y que cuanto mayor sea el número de
experimentos que tengamos pam apoyar una conclusión,
mayor razón habrá para aceptar la conclusión. Sin em-
bargo es cierto que no podemos garantizar, al menos
con total precisión, en qué grado la repetición de ex-
perimentos confirma unu conclusión, sin la discusión
particular del problcmll nnteriormcnte menciomldo; el
';1,liít, por lo taIlto, debe ~cr COfllliderado por cualquiera
que quiera aclarar el ~igniIlcadodel razonamiento in-
dUl'rivo o analáRíl'o. Con referencia al presente vemos
que III l~UUUl.;l,3run poco más ha\;c qu\:; unas v~~~s q1.1C-
demos cunvencidos, mientras que otras veces no; y esto
nos pcrrnllirá adquirir certezas que dr: otra manera ig-
noraríamos, de manera que con toda probabilidad esto
evitaría el que cometiéramos determinados errores, si
comprendiéramos la tílerza que llene el)m tipo de razo-
namíento que nos permite unll mejor comprension.

Estas observaciones demuestran que el problema que
se va a resolver en este ensayo es importuntc y nn una
mera cur1osium.l. Puede añadirse con seguridad. que
es también un problema que nunca antes había sido re.-
suclto. De Moivrc, de h~eho, el g¡<animpulsor de e~t11
pnrte de las matemáticus, es lluién en sus I¿!YI!N de A"ar (.'.
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siguiendo a Bernoulli, y con un mayor grado de exac-
titud, ha dado reglas para encontrar la probabilidad de
que si se ha sido realizado un gran número de pruebas
referentes a la observación de un suceso, la proporción
entre el número de veces en que ocurrirá y el número de
veces en que no ocurrirá debe diferir de la proporción
de la probabilidad de su ocurrencia a ]a de su fallo en un
único experimento menos que un pequeño límite asig-
nado. Pero yo no conozco que nadie haya resuelto el
problema inverso a éste, a saber: Dudo el número de
veces que un suceso hn ocurrido y Lel número de ve-
ces que] no ha ocurrido, encontrar la probabilidad de
que In probnbilidnd de que se presente esté entre dos
límites prefijados. Lo que el Sr. De Moivre ha hecho
no se puede considerar suficiente para que sea innecesa-
rio considerar el resultado que ofrecemos, especialmente
cuando las reglas que él ha dado no pretenden ser riguro-
samente exactas, salvo cuando el número de repeticiones
se hace infinito; de donde resulta que no es obvio saber
cuál debe ser el número de experimentos que hay que
realizar para obtener resultados con suficiente exactitud
en la práctica.

El Sr. De Moivre llama al problema que él ha resuelto
e] más dificil que puede ser propuesto sobre el tema de la
probabilidad. Ha aplicado su solución a temas muy im-
portantes y por lo tanto ha demostrado que aquellos que
han insinuado que la doctrina del azar en matemáticas
tiene consecuencias triviales están equivocados, y no
puede tener lugar alguno en una investigación seria *.
Mi propósito es poner de manifiesto las razones que te-
nemos para creer que en la constitución de las cosas hay
leyes deterministas de acuerdo con las cuales ocurren los
sucesos, y que, por lo tanto, la concepción del mundo
debe ser el efecto de la sabiduría y el poder de una causa
inteligente; y confirmar así el argumento basado en la
causa final que prueba la existencia de Dios. Será fácil
ver que el problema inverso resuelto en este Ensayo es
más aplicable a este propósito; veremos, con claridad
y precisión, que en cualquier situación de sucesos con-
currentes hay razones para pensar que tal ocurrencia u
orden se sigue de causas estables o leyes naturales y no
de las irregularidades del azar.

Las dos últimas reglas de este Ensayo están expuestas
sin demostración. He preferido hacerla así, debido a
que su deducción ocupa demasiado espacio y alargaría el
mismo innecesariamente, y también porque estas reglas,
aunque son muy útiles, no responden al objetivo para el
que se han propuesto de modo tan perfecto como uno
desearía. Sin embargo, son fáciles de reproducir, si se
considerase oportuno incluirlas en el texto. En algunos
lugares del Ensayo he incluido notas cortas y he añadido
llna aplicación de las reglas a algunos casos pflfticulares,

omiticlo 1ns c1cmostmciol1CS c1c sn, rcglns puo. con postuioridnd. el
Sr. Simpsvll las ha prvpvn;ivnauv al Ilnal u\.Jsu lramuu "ubre La
Naturalaa l' Lr')'cS del Azar.
" Vóaso BU Doctrina del Arar. p. 252. oto.

con la finalidad de transmitir una idea más clara de la
naturaleza del problema y para mostrar hasta donde se
puede llegar en la resolución del mismo.

Me doy cuenta de que le he robado mucho tiempo,
por lo que razonablemente no puedo esperar que analice
con minuciosidad cada detalle de lo que yo le envío.
Algunos cálculos, particularmente del Apéndice, no se
pueden obtener sin un buena dosis de trabajo. He sido
muy cuidadoso en este aspecto y creo que no contienen
ningún error; pero si hubiera alguno, soy yo el único
responsable.

El Sr. Rayes había creído pedinente comenzar el
Ensayo con una hreve exposición de las leyes de ]a prn-
babilidacL La razón para hacerla asf, corno él dice en
la introducción, no fue sólo ahorrar al lector la molestia
de encontrar los principios en los que él se basa, sino
también porque no sabía como referirse a ellos para una
demostración clara de los mismos. El Sr. Bayes también
se excusa por la peculiar definición que é] da de la pala-
bra azar oprobabilidad. Su objetivo con respecto a esto
último era acabar con las disputas entre los distintos sig-
nificados de la palabra probabilidad, que se utilizan en
el lenguaje ordinario con diferentes sentidos por perso-
nas de opiniones diferentes, y según se aplique a hechos
pasados ofuturos. Pero por muy diferentes que sean los
significados que pueda tener la palabra probabilidad, to-
dos (observa) se refieren a una esperanza que dependería
de la certeza de cualquier hecho pasado, o de la ocurren-
cia de cualquier suceso futuro, que debería ser estimada
por un valor mayor en tanto en cuanto el suceso fuera per-
cibido como más cierto o su ocurrencia más verosímil.
En lugar de lo anterior, sobre el sentido adecuado de la
palabra probabilidad, él da el procedimiento que per-
mite medirla de modo correcto cada vez que se use esta
palabra. Pero ya es tiempo de concluir esta carta. La
filosofía experimental está en deuda con usted por sus
descubrimientos y demostraciones, y, por consiguiente,
no puedo menos que pensar que es del todo acertado
enviarle a usted el siguiente Ensayo y Apéndice.

Que sus investigaciones sean recompensadas con los
mayores éxitos, y que pueda usted disfrutar de todas las
bendiciones, es, Señor, el deseo sincero de

su más humilde servidor

RICHARD PRICE

Newington-Green,
10 November 1763
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PROBLEMA

Dado el número de veces que un suceso ha ocurrido
y el de veces que no ha ocurrido, se requiere calcular la
probabilidad de que la probabilidad de su ocurrencia en
un solo experimento esté entre cualesquiera dos valores
prefijados.

SECCIÓN 1

JJefinición

1. Varios SU¡;C;SUS son im;vusistf:fltes. cuando si uno de
ellos ocurre, no puede ocurrir ninguno de los restan-
tes.

2. Dos sucesos son contrarios cuando uno u otro de ellos
debe ocurrir y ambos juntos no pueden ocurrir.

3. Un suceso se dice que falla cuando no ocurre o, lo
que es lo mismo, cuando su contrario ha ocurrido.

4. Un suceso se dice detemÚmufo * cuando o bien ha
ocurrido o bien ha fallado.

5. La probabilidad de cualquier suceso es el cociente
entre el valor de la esperanza del suceso que debe se!
calculada dependíendo de sU ocurrencia, y el valor de
la esperanza una vez que ha ocurrido.

6. Por azar se entiende lo mismo que por probabilidad *.

7. Varios sucesos son independientes * cuando la ocu-
rrencia de cualquiera de ellos no aumenta ni dismi-
nuye la probabilidad de los restantes_

Proposi~iÓl1 1
Cuando vID"ÍQ$ $UCCS01'i son im;onsistcmcs, la proba-

bilidad de la ocurrencia de uno cualquiera de ellos, es la
suma de tas probabilidades de cada uno_

Supongamos que hay tres sucesos, y que si cualquiera
de ellos ocurre yo recíbo N,Ylas probabilidades del pri-
mero. segundo y tercero son [L/N, [¡/N Y e/N, respecti-
vamente. Entonces (por la definición de probabilidad) el
valor de mi esperanza para el primer suceso &enÍ(J,. para
el segundo será b y pam el tercero será" Por lo mnto,
el valor de mí cipcranza de los tres juntos $eni « + b+ t;:.
Pero ta suma de mis esperanza~ de los tre$ §ucesos es,
en este \;<lSQ.lOi~6per:.mza de fi:\,;ibir N supuesto quella
nuurridn algunn de ellos. Por lo tanto, (por la definÍcÍón

" N.el: Ino 1I"lIroce en eumivll en el texto orif5il1Jll]

5), la probabilidad de oCUITencíade uno cualquiera de
ellos es (0,+ b+c)/N o o,/N + b/N + e/N, la suma de
las probabilidades de cada uno de ellos.

Corolario

Si es seguro que alguno de los tres sucesos debc ocu-
rrir, entonces a+b+c; = N. Yaque en este caso todas las
esperanzas juntas 3.&Cicndcn a una cierta cantidad espe-
rada de recibir N. sus valores sumados dcben ser iguales
a N, De aquí está claro que la probabilidad de un sucesosumada a la probabilid:\d de &u falto (o de su contrario)
CR un cociente iff,u;ll a la unidad. Como estos son ,,"u-
CMó8 i11consiSterltCll, uno de ellQ~necesí1l'¡am~tU~deb~
ocurrir, Por lo tanto, sí la probabilidad dt; un suc",so es
FIN la de Sll talln será (N - P)jN.

Propo."ición 2

Sí una persona tiene una esperanza que depende de
la ocurrencia de un suceso, la probabilidad del suceso
es a la probabilidad de su fallo, como la pérdida si el
suceso falla - es a la ganancia - si el suceso ocurre.

Supongamos que una persona ticne la esperanza de
recibír N, dependiendo de un suceso cuya probabilidad
es PINo Entonces, (de la definición 5), el valor de su
esperanza es P y, por lo tanto. si el suceso falla pierde
algo cuyo valor es P y Slocurre recibe N, pero su espe-
ranza acaba. Su ganancia es, por consiguiente, N ~ p,
Del mismo modo, como la probabilidad del suceso es
P /N, la de su faUo. (por el corolario de la proposición
1), es (N - P)fN. Pero PIN es a N - FIN como P
es a N - P, es decir, la probabilidad del suceso es a la
probabilidad de su fallo. como su pérdidá - si el S\lCeSQ
falla- es a su ganancia -si el suceso ocurre.

LA probnbilidad de que dos suce~o~consecutivos OClI-
rran es el cociente que resulta de multiplicar la probabi-
lidad del primero y la probabilidad del segundo bajo la
suposición de que ocurra el primero.

Supongamos que, si ambos sucesos ocurren, yo re-
cibo N, que la probabilidad ~ qu<;~mbos sucesos ocu-
rran es r/N, que la probabilidad del primero es a/N (y
consecuentemente la de que no ocurra es (N - o,)jN)
Y que la prubabílídad de (IUe el segundo ocurra buju lu
suposición de: que: lo hace el primero el 1;j/ N, Erttoncc~,
(de la dcfinic1ón 5), P será el valor de mi esperanza, que
S0 convert.i.rá en f.J sí el suceso primero ocurre. COIUIfl-
l.Juentemente, si el suceso (lríml1ln ocurre. mi gllllulleiH
es b p¡ y si fnl111 mi pérdida l"'i P_ Da: donde, jX>!' ta
t't'i"lp(')RICiM nnTeflr.r, "'IN 1''1 l\ (1V l1.)/ N, C~ decir, a,
l"S a N - a,~omo P es a b- 1', De donde, {C'vmpvmmc;lv
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inverse), a es a N como P es a b. Pero el cociente en-
tre P y N es el producto de la razón entre P y b, y de
la razón entre b y N. Por lo tanto, el mismo cociente
entre P y N es el producto de la razones entre a y N
Yentre b y N; es decir, la probabilidad de que los dos
sucesos consecutivos ocurran, es el producto de la pro-
babilidad del primero por la probabilidad del segundo
bajo la suposición de que el primero ocurra.

Corolario

Por tanto si, de dm; fiucesos consecutivos. la proba-
bilidad del primero es 11/ N Y la probabilidad de ambos
juntos COl P /N, entoncefi, la probabilidad del segundo
bajo la suposición de yue el primero ocurra es Pla.

Proposición 4

Si dos sucesos consecutivos se observan todos los
días, y cada día la probabilidad del segundo es b/ N Yla
probabilidad de ambos es P / N, Yyo recibo N si am-
bos sucesos ocurren el primer día en el cuál el segundo
suceso ocurre, entonces digo, de acuerdo con estas con-
diciones, que la probabilidad de obtener N es P lb. Por-
que, si no fuera así, sea xl N la probabilidad de obtener
N y sea y tal que la razón de y a x es como la de N - b a
N. Entonces, ya que x/N es la probabilidad de obtener
N (por la definición 1), x es el valor de mi esperanza.
Y, de nuevo, por las condiciones anteriores, el primer
día tengo una esperanza de obtener N que depende de
la ocurrencia de ambos sucesos juntos, cuya probabi-
lidad es P /N, Y el valor de esta esperanza es P. Del
mismo modo, si esta coincidencia no ocurriera tendría
una esperanza de volver a mis circunstancias iniciales,
es decir, de recibir el valor x dependiendo del fallo del
segundo suceso cuya probabilidad (por el corolario de
la proposición 1) es (N - b)IN o y/x, ya que y es a x
como N - b es a N. Por lo tanto, como x es la esperanza
e U/:1: la probabilidad de obtenerla, el valor de esta es-
peranza es y. Pero estas dos últimas esperanzas juntas,
son evidentemente la misma que mi esperanza original,
cuyo valor es x, y por lo tanto P + y = ;1:. Pero y es a x
como N - b es a N. Por lo tanto, x es a P como N es a
b, y xl N (la probabilidad de obtener N) es igual a P lb.

Corolario

Supongamos que después de la esperanza que recibo
en la proposición anterior, y antes de que se sepa si el
primer suceso ha ocurrido o no, yo supiera que el se-
gundo suceso ha ocurrido; de aquí, únicamente puedo
inferir que el suceso está determinado en cuanto a mi
esperanza depende, y no tengo razón para estimar que
el valor de mi esperanza sea mayor o menor que lo que
valiera antes. Porque si tengo motivos para pensar que
es menor, sería razonable para mí dar algo a cambio de
volver a IIllS circ\mstancia's anteriores, y esto ocurnría

una vez tras otra tantas veces como fuera informado de la
ocurrencia del segundo suceso, lo cuál es evidentemente
absurdo. Igual de absurdo sería, si dijéramos que yo de-
bería poner una cantidad para hacer mayor mi esperanza,
ya que entonces sería razonable que rechazara algo que
se me ofreciera bajo la condición de que renunciase, y
así volver a la situación anterior; y esto ocurriría una vez
tras otra mientras se supiese que el segundo suceso ha
ocurrido (sin conocer nada acerca del primer suceso).

Por consiguiente. a pesar de que se hubiera descu-
hierto que el segundo suceso ha ocurrido, el valor de mí
esperanza debería ser el mismo que antes, es dceir, 'I~,y
cunsecuentemente la probabilidad de obtener N seguiría
siendo (por la ddiniciÓn 5) ;¡;/N O Plb. '"

Pero tras descubrir esto, la probabilidad que tengo de
obtener N es la probabilidad de que el primero de estos
dos sucesos consecutivos haya oClIfrirlo hajo la supo-
sición de que el segundo ya lo haya hecho, probabilida-
des que ya se establecieron antes. Pero la probabilidad
de que un suceso haya ocurrido es la misma que la proba-
bilidad que yo tengo de apostar correctamente si apuesto
que ha ocurrido. Por lo tanto la siguiente proposición es
evidente.

Proposición 5

Si hay dos sucesos consecutivos, de modo que la pro-
babilidad del segundo es bIN y la de los dos juntos P / N,
y se descubre primero que el segundo suceso ha ocu-
rrido, de lo que deduzco que el primer suceso también
ha ocurrido, la probabilidad de que esté en lo cierto es
P/b. 1

* Lo que aquí se dice puede quizás ilustrarse, considerando que todo
lo que se puede perder por la ocurrencia del segundo suceso es la
probabilidad que yo tendría de volver a mis primeras circunstancias,
si el suceso del que depende mi esperanza hubiera sido determinado
en la forma expresada en la proposición. Pero esta probabilidad está
siempre bien en contra mía o afavor mío. Si el primer suceso ocurre,
está en contra mía, y es igual a la probabilidad de que el segundo
suceso no ocurra. Si el primer suceso no ocurre, está afavor mío, yes
igual también a la probabilidad de que el segundo suceso no ocurra.
Por consiguiente, la pérdida por esto no puede suponer una desventaja.
1 Lo que el Sr. Bayes demuestra en ésta y en la proposición prece-
dente es lo mismo que la respuesta a la siguiente pregunta. ¿Cuál
es la probabilidad de que un cierto suceso, cuando ocurre, estará
acompañado por otro que sc determinará al mismo tiempo? En este
caso. cuando uno de los dos sucesos está dado, nada puede deberse
a su esperanza; y, consecuentemente, el valor de una esperanza que
depende de la ocurrencia de ambos sucesos debe ser la misma que el
valor de una esperanza que depende de la ocurrencia de uno de ellos.
En otras palabras: la probabilidad de que, cuando uno de los dos su-
cesos ocurre, el otro también ocurrirá, es la misma que la probabilidad
de éste. Llamcmos entonces x a la probabilidad de éste último, y si
b/ N es la probabilidad del suceso dado, y p / N la probabilidad de
ambos, ya que p / N = (b / N) X x, entones x = p / b = la probabilidad
mencionada en eHlUH prvposlciolleS.
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Proposición 6

La probabilidad de que ocurran varios sucesos inde-
pendientes es una razón o cociente calculado como el
producto de las probabilidades de cada uno.

Pues por la propia naturaleza de los sucesos indepen-
dientes, la probabilidad de que uno de ellos ocurra no se
ve alterada por la ocurrencia o no del resto y, consecuen-
temenle, la pmhahilldad de que el segundo suceso ocurra
supuesto que el primero haya ocurrido es la mi~ma que
la de su probabilídwJ I)rigiual; pero la prohahílidad de

que cuale.~quíem dos SUl;I'5MJh m;nrran es el cocienw ~al-culado multifllicando la probabílidud ael primero y la
prohahilid~d d~l gegundo baJOla hipó\csis de que el pri-
mero ocurre, por la proposición 3. Por consiguiente, lu
probabilidad de que ocurran dos SUCC:lO:JUIWJ,J1¡mdicmlllri
cualesquiera es la razón calculada mJ..Jltiplicandola pro-
babilidad del primero por la probabilidad del segundo.
Y, de modo análogo, considenmdo el primero y el se-
gundo sucesos juntos como un solo suceso, la probabi-
lidad de que tres sucesos independientes ocurran es la
razón calculada multiplicando la probabilidad de que los
do:>primeros ocurran pur la probabilidad del tercero. Y
así se pJ..led~proceder si hubiera más SUCéSúS; de donde
la proposición queda manifie~ta.

Corolario 1

Si hay varios sucesos independientes, la probabili-
dad de qué el primero ocurra y el segundo no ocurra,
el tercero no oeurra y el cuarto ocurra, eLc. es el co-
ciente calculado multiplicando la probabilidad del pri-
mero, por la probabílidad de que no ocurra el segundo,
por la probabilidad de que no ocurra el teTcem, por la
probabilidad del ~..uarLo, etlJ. PUllti la no O<."'Urrencía de un
suceso siempre puede considerarse como la ocurrencia
de su contrario.

CU1"Qlaci •.• 2

g; hay Vo.riOll {m"~GO¡; ind~pendi'JDtló'll, y 1" pr •..•bllh;l;_
dud de cada uno de ellos es 0" y la de que no ocurra e~ b,
la probabilidad de qut ~l primero lJCuITn y el segundo no
ocurra, y el tercero no ocurra y el cuarto ocurra, cte. será
abba, ete. Pues, de acuerdo con la notación algebraíca, si
u representa cualquier cociente y b cualquier otro, abba
representa el cociente calculado multiplicando los co~
cientes 0" b; b, a. Este corolario es, por consiguiente, un
caso particular del anterior.

DeUnlclón

~ í \;;omO ';ú11gc<:~nciude cierros dlUO:i cxi:ne lInHprll-
bobilidud do qllo un cíerln HUU\;lr-;HpUflda U\,;urrir. su <x;u-
lT~n"'lót. \J llQ. ';:QAUQc(')tiieCucncia de c"toi .'lllfM] 1r. llnmn
o~l1rrencia Ono OCUfnlll{;ia de la primera prueba. Y si

se repiten los mismos datos otra vez, la ocurrencia o
no del suceso, como consecuencia de ellos, lo llamo
ocurrencia o no ocurrencia de la segunda prueba; y así
sucesivamente, en tanto en cuanto se repitan los mismos
datos. ~ por 10 tanto, es manifiesto que la ocurrencia o
no del mismo suceso en tantas pruebas diferentes, es en
realidad la ocurrencia o no ocurrencia de tantos sucesos
independientes y distintos exactamente iguales entre si.

Proposición 7

Si la proba.bilidad de un :¡uccso es a, y tu de fiU no
ocurrencia es lJ en cada una dl'l1al'; PfU\";bas individuule:J.
la probabilidad de qm~úcmra l' veces Y no ocurru q
veces en p + q pruebas es EaPfll sí t.,' es el coeficiente
del término en el que aparece al' b<1 cuAndo &ed~sarrQlla
el binomio (a + b)1'I.¡.q,

pOfque la ocurrcnci.u IJ uo de un &Ul";f1S0en pnll,bas
distintas son sucesos independientes. Por consiguiente,
(por el corolario 2 de la proposición 6) la probabilidad
de que el suceso ocurra en la primera prueba, no oc.urra
en la segunda ni en la bm:erá, y ocurra en la CU9rtll, y
no ocurra en la quinta. etc. (de tal modo qUé ocurren-
cias y no ocurrencias aparezcan hasta que el mímeTOde
ocurrencias sea p y el de no ocurrencias q) es o'bbab, etc.
hasta que el número de áéS sea p y el de bes sea q, es
decir, es olbq. Del mismo modo, si se considera que el
suceso ocurre p veces y no ocurre q veces en otro orden
particular, su probabilidad es a'Pbq; pero el número de
órdene~ diferentes en los que un suceSQ puede ocurrir
o no, de modo que OC\.Irrap veces y no ocurra q veces,
en p + q pruebas es igual al número de permutaciones
que aaaa bbb admite cuando el núIi1éfO de aes es p, y
el númem de bes es q. Y este número es igual a E, él
coeficientll del t~rmino en el que llparece a'P blJ cuumlo
se desarrolla (a + b)P+q. El suceso, por 10 tanto, puede
ocurrir p ve"es y no ocurrir q veces en p + q proel,a ..•en
E diferentes modos y DO más, y su ocurrenda o no de
mlÍm¡ ~rilm, dit\:a~ntc,;1'i mWQ~"VD~\l..,e~Q:¡in",Qn'l':••tentc ••,
la probabilidad de cada uno de ellos es aJ} ba, y por con-

siguiente, pOI"la proposición 1, In pmbabílídad de que,de un modo u otro, ocufta. p v~ccs y no Q/.'l)ITll q veeC:i
en p + q pruebas es Ea'Plfl.

SECCIÓN n

Postnladó

1. Supongo que In tttbl3 cUHllrml1l ti plano ABCD
Hlilá de tal fOHua vQn~tTUlda{] nivo;lZlda (}U'; ~i alg1.1nft de
Iou bUlAS O ea~" 'H' tun.••n hnhn11nmlsmil protmbiI idad Ú\1
que !ID pm"t~sobr.e cualqult'll pUl ttl illJl pl,¡mQ. y .;t\K «be
pJ\l'i\1"ie necemnlamenk sobre algún lugar d" íd.
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La probabilidad de que un punto o caiga entre dos
puntos cualesquiera de la línea AD es la razón de las
distancia entre los dos puntos y la longitud de toda la
línea AB.

2. Supongo que la bola W se lanza primero, y que,
a través del punto donde se para, se dibuja una línea os
paralela a AD, de modo que corta a C D y AB en s y o;
y que a continuación la bola O se lanza p +q o n veces, y
que al suceso de pararse entre AD y os se le denomina la
ocurrencia del suceso M en una sola prueba. Supuesto
lo anterior:

Sean f y b dos puntos cualesquiera de la línea AB, Y

a través de ellos se trazan .fF, bL, paralelas a AD que
cortan a CDen F y L. Entonces, si los rectángulos C f,
Fb, LA son comensurablcs entre sí, pueden dividirse en
partes iguales, lo cual una vez hecho, y lanzada la bola
W, la probabilidad de que pare sobre cualquier número
de estas partes iguales será la suma de las probabilidades
de que pare sobre cada una de ellas, ya que los sucesos
de quela bola pare sobre cada una de las diferentes partes
del plano AC son inconsistentes; y su suma - ya que la
probabilidad de que pare sobre cualquiera de las partes
iguales es la misma-, es la probabilidad de que pare
sobre cualquiera de las partes iguales multiplicada por
el nÚmero de partes. En consecuencia, la probabilidad
de que la bola 1V pare sobre el lcuadrado] Fh es la
probabilidad de que pare sobre cualquiera de las partes
iguales multiplicada por el número de partes iguales de
Fb; y la probabilidad de que pare en algún sitio entre

C f o LA, es decir, de que no pare sobre F B (ya que
debe parar en algún lugar sobre AC) es la probabilidad
de que pare sobre una de las partes iguales multiplicada
por el número de partes iguales de C f, LA tornadas
conjuntamente. De donde se sigue que la probabilidad
de que [la bola] pare sobre Fb es a la probabilidad de que
no pare sobre Fb corno el número de partes iguales de Fb
es al número de partes iguales de C f, LA en conjunto,
o corno Fb cs a C f, LA en conjunto, o corno Jb es a
D f, Ab juntos. De donde la probabilidad de que pare
sobre Fb es a la probabilidad de que no pare sobre Fb
como Jb es a EJ. Abjumos. Y (componendo inverse) la
probabilidad de que pare sobre Fb es a la probabilidad
de que pare sobre Fb sumada a la probabilidad de que
no pare sobreFh como Ih es a A13, o corno la razón
entre fb y AH es a la razón entre ./113 y A15. Pero la
probabilidad de cualquier suceso sumada a la del suceso
contrario es igual a la unidad; de donde la probabilidad
de que la bola pare sobre Fb es a la unidad como el
cociente entre fb y AH es al cociente entre AH y AH,
o sea la unidad; y por tanto la probabilidad de que la
bola pare sobre Fb es el cociente entre fb y AB. Pero
ex hypothesi según la bola W pare o no sobre Fb, el
punto o estará o no entre f y b y, por consiguiente, la
probabilidad de que el punto o esté entre f y b es el
cociente entre fb y AB.

Lema 2

Sin embargo, si los rectángulos C f, Fb, LA no son
comensurables, la última probabilidad mencionada no
puede ser ni mayor ni menor que la razón de fb a AD;
pues, si fuese menor, sería el cociente entre fe y AB, Y

sobre la línea fb se tornarían los puntos p y t de modo
que pt fuese mayor que fe y las tres líneas Bp, pt, tA
fuesen comensurables (lo que es evidente que siempre se
puede hacer dividiendo AB en partes iguales menores
que la mitad de eb, y tornando p y t los puntos de di-
visión más cercanos a f y e que están en fb). Entonces,
corno Bp, pt, tA son comensurables, también lo son los
rectángulos Cp, Dt y el que está sobre pt completando
el cuadrado AB. De donde, por lo que se ha dicho, la
probabilidad de que el punto o esté comprendido entre p
y t es el cociente entre pt y AD. Pero si está entre p y t
debe estar entre .f y b. De donde la probabilidad de que
esté comprendida entre f y b no puede ser menor que la
razón entre pt y AD, y por consiguiente debe ser mayor
que la razón entre fe y AB (ya que pt es mayor que
fe). Y ya que del mismo modo se puede probar que la
antedicha probabilidad no puede ser mayor que la razón
entre fb y AB, ésta debe ser igual.

Habiendo lanzado la bola IV y dibujado la línea os,
la probabilidad del suceso JlvI en una sola prueba es la
razón de Aa a AD.

Pues, del mismo modo que en el lema anterior, la
probabilidad de que al lanzar la bola () ésta se pare en

DK.L1sRF.

B

e

Lema 1
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algún lugar sobre Do o entre AD y 80 es la razón entre
Ao y AB. Pero el que la bola O se detenga entre AD y
so tras un solo lanzamiento es la ocurrencia del suceso
M en una sola prueba. Por consiguiente el lema es
manifiesto.

Proposición 8

Si sobn: DA se alza la figura BghikmA con la sí~
guienLe propiedad, de que (la base DA está dividida en
do&panel! cuulesquiera, como Ab y Bb. Y en el punto
de división 11 se traza una pexp:ndicular que rennina en
[coIta 3] la figura en m; e y, x, r represenmn rcspcctivil-
mente los cocientes enlrc bm. Jib, mI y BA, Y 13es el
coeticiente llel terminn fin el que apar~e a'Pb'¡ cuando
íI'; w..-,IDTQlla el binomio (.:,+ b)J1+u) 11 - RmPrq, enton
cl':~digo que antes de lanzar la bola W •.Iu probabilidmi
de que el punto o se encuentre entre f y b, do¡,¡PUnLOS
malesquiera de la línea A B, sutx>niendo que el ~uuu!lo
]vI ocurra p veces y no ocurra q veces en p + q prue-
bas, eS el cociente entre f 9hikmb -la parte de la figura
BghikmA intersecada por las perpendiculares f9, bm
ulzmlaf; sóbre la }fnea AB -, y eA el cuadrado sobre
AR

OeIlióstradón

Pues si así no fuera, colisideremQs en primer lugar
el cociente entre 0- una figura mayor que f ghikmb,
y eA -; y a l.Tavés de los puntos e. d. e se trazan per.
pendículares a fb que cortan a la curva AmigB en h,
i, kl; el pU11tOd es tul que dJi, es la mayor de las longitu-
des de las perpendiculams L;omprcndidi.\:1 entrf: la ff;.;;ttl
fb Y la curva AmigB; y los puntos l', d, (; se eHgen
de modo que los rectángulos bk, ci, eí. f h. entre todos
juntos difieran menos de f ghíkmb que D; todo lo cual
puede hacerse fácilmente con ayuda de la ecuación de
la curva, suponh;ndo conocida la diferencia entre D y
1u figura J!Jhikmk Emonct:s, ,",omo di ~l) la de mayor
longitud de todas las ordenadas verticales con base en
jb, 1m;r.l~má5 decrecerán sradualm(;)\te a medida que se
nlpjen de cllu mHK y miÍl; en ótmbos srmtictos. tal como se
deduce de la con~trucci6n de la IIgura y, en coos(¡,uen-
cía. eh es mayor que g f u cualquier otra ordenada con
base en ej.

Ahora, si Ao fuese igual a Aa, entonces por el lema
2, la probabilidad dd suceso M en una sola prueba sería
~I cociente entre Ae y AB y, en consecuencia, por la
proposición 1, b prohahHidud de l.jue no rn:urriera seria
el cociente entre Mi' y A H. Por enn~i(';uientfl, si ;¡; y
'1' son, respectivamenl¡;,lu!'r du!'r ~~i~nt<;$ anrerlormcote

mencionados, por la proposición 7, la ptobabmd~ld deque el sw~eso Iv! OL'lIlTli 71 veces Yno l.lCUrra '1 v~c:es en
II + fJ pruebas ~ería E;¡;1'r'1. 1'.;1'0 ni 'let' T y 1', rcs~c-
Iivnmem~c los L:OCiemtlH UIlU\1 AIJ J .<iD y r;:ul= DE y
AB. si y es el cociente entfi' eh y AH, ent~')ncel>, por

la construcci6n de la figura AíB, y = xPrq. Por consi-
guiente, si Aa fuese igual a Ae la probabilidad de que
el suceso M ocurriera p veces y no ocurriera q veces
en p + q pruebas sería y, o el cociente etltre eh y AB.
Y si Aa fuese igual a Af o estuviese entre Ae y Af,
la última probabilidad mencionada, por las mismas ra-
zones, sería el cociente entre /g, O alguna otra de las
ordenadas con base en eJ, y An. Pero eh es la mayor
de todas las ordenadas con base en ef. Por consiguiente,
bajo el supuesto de que el PUlltu dt;~ estar entre f y e,
la probabilidad de que ",1~UC\'lMl1\1 ocurra p v~.;es y t\ó
ocurra q veces en p +q pruebas, no puede ser mayor que
el crn;llmte entre eh y AB, Exil'itie:ndo. enron('e~,e'lto'l

dos SlICeSl1S l1om;l'\cutivol'it el primero qu~el pnn.to o cs~éentre f), y j; el scgUllUl.,Il.lue el8UCI!l50 7'd ocurra p Vl'lcet
y no OCUITH LJ veces en p + q pruebas, y que la probabi-
lidad del prlm.ro (por ellemll 1) eil: el cociente entn" p.f'
y AB, y sobre el supuesto de que el primero ocurra, por
lo que 5e a(;aba de demostrar ahóra, la probabilidud del
segundo no puede r-oermayOf que d CQl'íen~ ~ntn:; r-;h y
AB, se sigue evidentemrmte (de la propOSJCióu 3) qut la
probabilidad de que ambos ocurran nó puede ser mayor
que la suma del cociente entre eJ y AB y del cociente
entre eh 't AB, cuya suma es el cociente entre f h y eA.
Por conSiguiente, la probabilidad de que el punto Q esté
~t1trC;f y ,9. y el ·.mceso 'Al rn;urra p v~es y no ocurra
q veees, no e8 mayor que el cocÍenl.f: entre f h YeA y
de la misma Jllanera, la ptúbabilidao de que el pUnto ()
esté entre e y d Y el ~uce!IDM Qcurra a no como se ba
dicho anteriormente, no puede ser mayor que el coÓente
entre cí y eA Y, de nuevo. la prohabilidad d, que el
punto Q esté entre d y G, Y el suceso 11,1rn;UITil (1 )\0 como
se ha dicho anteriormente. no pt1ede ser mayor q1.1e el
cO<.'ienw entre ei y eA. Y. finalmente, la probabilidad
de que el punto o Cl}té entre e y b, Y el suceso !vi ocu-
rra ° na como se ha di.;:ho anteriormente, no puede ser
mayor que el cociente et1tre bk y C A. Súmense ahora
todas estas diversas probabilidades, y su suma (por la
proposición 1) 5erá la prQbabilidad de que el punto esté
entrt: J y o. y d suceso .Al ocurrap veces y no ocurra
q VCCC:5 en p 1 q pruebas. gÚmenflo, del milano modo.
los cocientes correspondientc;s todos juntos, y ~u suma
será el cociente de la ,,"uma de los antece&ntcs a Sl.l con-
:¡Cl;w;me comrlnJ ~H ú~t:lr, ~l ~uciem~r:r:rurn fh~ rJi. vi.
lJk tOOOS junLO:i y eA; COCIente que:; ~li menor qul'l d d,.;
D Y eA ya que D es mayor que fh, e'i, el, bk juntos.
Y, por 10 tanto, la probabílídad de que el punto o esté
comprendido entre f y b, Y también [además (nota del
autor)] que el suceso M ocurra p veces y no ocurra q
vecc~en p + q pruebas, e~menor que el cociente entre
D y eA; pero ~esupuso que era el mismo, 10 cual es
absurdo. Y, dd mifimn modnt infít;ribl.;ndQ rcctáft~ull'Js

denlru de In figura, tales como f3g. dh, dk, cm, se l'ucdeprubar QI.l~la áiltcriormetUf 1nl"ndonadu probubiliuutl [\8
mayor qfJ.e el cociente entre cualquier figura menor que
j'gh:thmb y eA.

Por cQn!lip,u1t"cOfi':, ln T'Mhnhílidrul dooo !Wf IilJ "m\,ll~llt\;l
entre f ghikmb y C'A.
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Corolario

Antes de lanzar la bola W, la probabilidad de que el
punto o esté en algún lugar entre A y B, o en algún lugar
sobre la línea AB, y además suponiendo que el suceso
M ocurrirá p veces y no ocurrirá q veces en p+q pruebas,
es el cociente entre la figura AiB y eA. Pero es cierto
que el punto o estará en algún lugar sobre AB. Por
consiguiente, antes de lanzar la bola W la probabilidad
de que el suceso !vi ocurrirá p veces y no ocunirá q veces
en TJ + r¡ pruebas, es el cociente entre A'lE y CA.

Proposición 9

Si antes de que se sepa algo sobre la situación del
punto 0, se supiese que el suceso 1'.1ha ocurrido p VCCC8
y no ha ocurrido q veces en un total de p + q pruebas,
y de aquí yo opino que el punto o está entre dos puntos
cualesquiera, como f y b, de la Línea AB y, por consi-
guiente, que la probabilidad del suceso M en una sola
prueba está comprendida entre los cocientes entre ab y
AB Y entre Af y AB; la probabilidad de que esté en
lo cierto es el cociente entre la parte de la figura AiB
descrita anteriormente, intersecada por las perpendicu-
lares trazadas desde AB en los puntos f y b, Y la figura
completa AiB.

Pues, al haber estos dos sucesos consecutivos, el pri-
mero que el punto o esté entre f y b; el segundo que el
suceso M ocurriera p veces y no ocurriera q veces en
un total de p + q pruebas; y (por el corolario que sigue
a la proposición 8) la probabilidad original del segundo
es el cociente entre A'iB y eA, y (por la proposición 8)
la probabilidad de ambos es el cociente entre fghÚnb
y CA; por consiguiente (por la proposición 5) habiendo
descubierto primeramente que el segundo [suceso] ha
ocurrido, de aquí deduzco que el primero también ha
ocurrido, y la probabilidad de que estoy en lo cierto es
el cociente entre fghimb y AiB, que es lo que se quería
probar.

Corolario

Suponiendo lo anterior, si conjeturo que la probabi-
lidad de que el suceso M está comprendido entre Oyel
cociente entre Ab y AB, mi probabilidad de estar en lo
cierto es el cociente entre Abm y AiB.

Escolio

De la proposición anterior está claro, que en el caso
de un tal suceso como el que denomino M, del número
de veces que ocurre y no ocurre en un cierto número de
pruebas, sin saber nada más referente a él, uno puede
conjeturar acerca de cual es esa probabilidad y, por los
métodos usuales de cálculo de las magnitudes de las
áreas mencionadas, calcular la probabilidad de que la

conjetura sea cierta. Y que la misma regla es la propia
[adecuada] que debe usarse en el caso de un suceso so-
bre el cual no conocemos absolutamente nada referente
a su probabilidad, anteriormente a cualesquiera pruebas
referidas a él, parece deducirse de las siguientes conside-
raciones; a saber, que en referencia a tal suceso no tengo
razón para pensar que, en un cierto número de pruebas,
un número posible de veces ocurriera más o menos que
otro. Pues, sobre este supuesto, puedo justamente razo-
nar refiriéndome a él [suceso] como si su probabilidad
no se hubiese fijado al principio, y a continuación se hu-
biese determinado de tal manera que no me diera razón
alguna para pensar que, en un cierto nÚmero de pruebas,
ocurriera un número posible de veces más o menos que
otro. Pero éste es exactamente el caso del suceso Iv!.
Pues antes de que se lance la bola ~1/,lo que determina
su probabiliuau en una única prueba (por el corolario
que sigue a la proposición 8), la probabilidad de que
ocurra p veces y no ocurra q veces en p + q o n prue-
bas es el cociente entre AiB y CA, cociente que es el
mismo cuando p + q o n se conoce, cualquiera que sea el
número p, como se comprobará al calcular la magnitud
AiB por el método de las fluxiones. * Y, consecuente-
mente, antes de que se sepa el lugar donde está el punto
o, o el número de veces que el suceso M ha ocurrido
en n pruebas, no puedo tener motivos para pensar que
podría haber ocurrido un cierto número posible de veces
en lugar de otro.

En lo que sigue, por consiguiente, asumiré por des-
contado que la regla dada referente al suceso !vi de la
proposición 9 es también la regla que se debe usar en
relación con cualquier otro suceso referente a la proba-
bilidad de la que no se conoce nada con anterioridad
a cualesquiera pruebas hechas u observadas referidas a
él. Y a un tal suceso lo llamaré un suceso descono-
cido. [Nota del autor: El método de lasfluxiones al que
se hace referencia en este escolio es, por supuesto, el
cálculo newtoniano.]

Corolario

Por consiguiente, suponiendo que las ordenadas de la
figura AiE se contraen según la razón entre E y 1, que
no supone alteración en la proporción de las partes de
la figura interceptadas entre ellas, y aplicando lo que se
ha dicho del suceso M a cualquier suceso desconocido,
tenemos la proposición siguiente, que da las reglas para
hallar la probabilidad de un suceso a partir del número
de veces que realmente ocurre y el número de veces que
no ocurre.

* Se demostrará en la proposición 10 apartado 4, calculándola por
el método aquí mencionado, que AiB contraída por la razón de E a I
es a eA como 1 es a (71 + I)E: de donde se sigue evidentemente que,
antes de contraerla, AiB debe ser a eA en la razón de 1 a 71 + 1, que
es una razón constante cuando se conoce 71, cualquiera que sea p.
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Proposición 10

Si se describe una figura sobre la base AH (véase
la figura) que tiene por ecuación y = xPrq, donde y,
x y r son las razones entre las ordenadas de la figura
alzadas en ángulo recto sobre la base del segmento de la
base comprendida entre la ordenada y A. el extremo de la
base, y del otro segmento de la base comprendido entre la
ordenada y el punto 11 y la base, que es su denominador
comúR Entonces digo que si un suceso ha ocurrido lJ
veces y no ha ocurrido q veces en p + q pruebas. y si
~lJbTt'Ila base A Tf se loman ÚlJS puntoti Lualt'1~quier.a f
y ¿ y ~ealzan en IÍngulu redn las lJHltmadas lO y tF,
la probabilidad de que la probabílidad de un suceso esté
wmprendída entre lu razón entre Al y AH Yla razón
entre ¡lt y AH es el cociente entre tFC f -lu purte de
la figura atltcriormenre descrita comprendida entre las
dos ordenada$~ y AC F H la figura completa con base
AH.

Esto es evidente, por la proposición 9 y las observa-
ciones hechas en el escolio y corolarios precedentes.

o

Ahora bien, si la abscisa es x y la ordenada xP, el área
correspondiente es xP+ 1/ (p + 1) (por la Proposición 10,
caso 1, Quadrat. Newt.) * y si la ordenada es qxP+1 el
área es qXP+2/<p + 2); y de forma análoga para el resto.
Por consiguiente, si la abscisa es x y la ordenada y o
xP - qXP+l + etc., el área correspondiente es

XP+l qxv+2 q(q - l)xP+;}----+----
p+ 1 p+2 2(p+3)

q«(l - l)(q - 2):n;u+4

- 2. 3(p+4) + cte.

Porconsiguicnf.c. si:.c = Af = Aj /(AH) e 'J) ~ eJ =
ef /(AH), entonces

, AC f m1)+1 q¡¡;TJ+2

ACf;;;; HO ::;;p+ 1 - p+2
q(q ~ 1)xv+3

+ 2(p+ 3) ...- etc.

De esta ecvooión, si q es un número IX'qvefío, es fácil
encontrar el valor de la razón entre ACf y HO y de
igual forma a CQIDO ésta se encúl1tfÓ, se tendrá que la
rpzón entre He! y HOes

ti t

D rq+1 prq+2 p(p 1)'1'\1+;\----+---~
q + 1 q + 2 2(q + 3)
p(p - 1)(P ~ 2)rq+4

- 2-3(q+4) + etc.

serie que <.'ontprá con menos términos y por tanto se
utilizará cuando p sea pequeño.

1. A fin de poner en práctica la regla anterior, debe-
mos determinar el valor del área de la figura descrita y
de las diversa.'i partes que la íntegran delimitadas por las
ordeuadas perpendiculares a su base. A este fin, supon-
gamos que AH = 1 YH () es el cuadrado sobre AH de
modo que HO = 1. SeaOf = y, AI:= xy HI = r, ya
que y, x y r re~esentan las razoues entre ef. Al YH f
y AH. respectIvamente. Por ser la ecuación de la curva
y = ;¡;'PrQ y (por ser Af + lH = AH) r +:v = 1, se tiene
que

y = xP(l - x)q

;;; J;7J _ qxP+1 t- q(q - 1)a;p+l2

'1('1 ~ I )(q"- 2);r;)'Jf)
2.3 + "l~.

2_ Snpót\1endo laR misma!! co~M qu@!lnt~i, l~ ,.~zón
~ntreAO! y 110 es

Xp+lf.q rp:VT2".q-l q(q _ 1)xP+31·l.I-2--+----+------
p + 1 (p + 1)(P + 2) (p + 1)(P + 2)(P + 3)

'" Aquí es:muy evidente, sin recurrir a Sir lsaac Newton, que al ser
la fluxión del área AC f

yáJ = a:'PáJ _ qa:'P+1 áJ + q(q - 1)a:p+2áJ - ete.2

el fluente o área es

;1'1""1 (lT~7 q(q - 1)a;1I*3-- - - + ~---- ote
:p + I l'+ '2 'Q' + 'i) .
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q(q - l)(q - 2)xp+4rq-3+--------
(p + 1)(P + 2)(p + 3)(p + 4)

xn+lq(q - 1)· .. 1+ etc. + ,
(n+ 1)(P+ 1)(p+2)···n
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n = p + q ya que, cuando Af = AH, x = 1, T = O.
Por consiguiente, todos los términos de la serie dada en
el Art. 2 que expresan la razón entre AC f y H G se
anularán excepto el último, y ésta se convierte en

donde n = p + q, ya que esta serie es la misma que
xp+1 1(P + 1) - qxp+2/(p + 2) + etc. que aparece en el
artículo primero como valor del cociente entre AD f y
HG, como se ve fácilmente sustituyendo en la primera
r por su valur 1 - :D y desanollando los términos y or-
denándolos según las potencias de x. 0, de manera más
simple, comparando las fluxiones de las dos series y
sustituyendo en la primera r por -x. *

3. De forma análoga, la razón entre H Cf y H O es

q(q - 1) ... 1
(n + 1)(P + 1)(P + 2)· .. Ti

Pero E es el coeficiente del término del desarrollo del
binomio (a + b)n en el que aparece aPbq, que es igual a

(p + 1)(p + 2) n
q(q - 1) 1

y como Af se supone que es igual a AH, entonces
AC f = ACH. Por consiguiente este artículo está claro.

5. La razón entre AC f y la figura completa AC F H
es (por el Art. 1 yel4)q + 1 (q + l)(q + 2)

p(p - l)Tq+3Xp-2+-------+ etc.
(q + l)(q+ 2)(q + 3)

[ p+1 p+2 3
(n + l)E _x__ ~ + q(q - l)xP+

p + 1 p + 2 2(p + 3) etc.]

4. Si E es el coeficiente del término del desarrollo
del binomio (a + b)p+q en el que aparece aP bq, la razón
entre la figura ACF H y HO es {en + l)E} -1, siendo

* La fluxión de la primera serie es

. qxp+1rq-Lr qxp+1rq-1x q(q - 1)xp+2r'i-2rxPr'ix+ ----+ --+ -------
P + 1 p + 1 (p + 1)(p + 2)

q(q - 1)xp+2rq-2x q(q - 1)(q - 2)xP+3rq-3r+-------+ ---------
(p + l)(p + 2) (p + 1)(P + 2)(P + 3)

+ etc.

y si, como x expresa la razón entre Af y AH, X debería
expresar la razón entre At y AH; la razón entre AFt y
ACFH sería

[XP+I qXp+2 qCq - l)Xp+3 J
(n + l)E -- - -- + ----- etc.

p + 1 p + 2 2(p + 3)

y en consecuencia, la razón entre tFC f y AC F H es
(n + l)E multiplicado por la diferencia de las dos series.
Si se compara esto con la prop. 10 tendremos la siguiente
regla práctica.

Las dos series por tanto son la misma.

que. como todos los términos a partir del primero se cancelan. es igual
a

xPrq:h = xP(1- x)'l:j; -:: xP:j; [1 - qx + (j (q ~ 1) x2 - ctc.l
'u , •••1, 'l(g - I )."JI+2 •

= :n1:.c qa./ iD + -----X - o;k.2

TTJ"'r"l q:cIr-r-2- la fluxión de la última serie. o de -- - -- + et",
p+l p+2

o, sustituyendo r por -x,

qxp+lrq-l:i; qxp+lrq-1j'xPrq± - -----+ -----
p+1 p+l

q(q - 1)xp+2r'i-2x+ ------- - etc.
(p + l)(P + 2)

1(1 - 1)xp+2rQ-2j:

(p + l)(p + 2)

Regla 1

Si no se sabe nada relativo a un suceso salvo que ha
ocurrido p veces y no ha ocurrido q veces en p + q o n
pruebas y de todo esto conjeturo que la probabilidad de
que el suceso ocurra en una sola prueba está compren-
dida entre cualesquiera dos grados de probabilidad X
y x, la probabilidad de que mi conjetura sea cielta es
(n + l)E multiplicado por la diferencia entre la serie

XP+l qXp"t-2 q(r¡ - l)Xp+3-- - - + ----- ete.
p+l p+2 2(p+'1)

y la serie

xp+1 q;r;p+2 q(q - l)a;p+3-- - -. + .-- - etc.
p + 1 p + 2 2(p + 3)
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+_1_ f21260 n5

(n - 2)('11, - 4)w.1z7
2'/'1 ,1n ,7

siendo E el coeficiente de aPbq en el desarrollo de (a +
b)ll .

Esta es la regla adecuada para usarla cuando q es un
número pequeño~ pero, si q es grande y p pequeño, basta
cambiar en la serie que tenemos p por q, (}por p, x por
r o (1 - x) y X por R "" (1 - X); lo que no produce
alteración alguna en la diferencia entre las dos series.

Hasta aquí el ensayo del Sr, Rayes.

r:n relación con la n<:gla que hemos dadQ, hay que
obscvar adcmá$ que, cuando ambos p y q son míml'lfÚ&
muy grandes, no sení posible aplicarla en la práctica
tl"Jnitndo en cuema la multítmj de términos I.IUC contendrá
la se11e. Por lo que el Sr. Huyes, 11 re~uhu~de, lIna
1I1vestlgac16n que sería ueulHsiado prolija para prcscntuI'
aquí, ha deoucido dl'll'lsta regla otra, que es como sigue

Regla 2

Si nO se sabe nada relativo a un suceso salvo que ha
ocurrido p veces y no ha ocurrido q veces en p + q o
n pruebas y de todo esto conjeturo que lá probabilidad
de que el suceso ocurra en una sola prueba e!o:tá com-
prendida entre (p/n) + z y (p/n) - z; si m2 ::: n3/(pq),
a ;;;;p / n, b :::::qIn, R el coeficiente dellérminQ en el que
aparece a,Pbq cuando se desarrolla (a + byn, Y

multiplicada por la serie

m:.l z3 (n - 2)m5 Z3
7n;; - -- +-3 2n·5

(n - 2)(n - 4)(n - 6}ml,lzl,l+ .'---- etc.2n . 'i'TI • 4n . g

mi pl'obabílidad de estar en 10 cierto es mayor que

2'E--------*I+ 2EaPlfJ + 2EaJJbq In

y menor que

lE

'1 - 2EnPtf/ - 2E~¡Plflln '

.;. En 01 l!IulIulicriw d./l Sr. Bayes li'i1 lee que e¡;ta prvb ••bíliúad es
muyo!' que 2~/(I +2EaPlJQ) y lIItlllVr I.lw2I;/(l- 2Ew'v'l). OI11ill;'
el ten:>.:r lénllinu de los <.Iv"~li"i~'-II"~,1,,1,.••••••, yo In:>he dndn aquL
Pllj'() C9TO!le ucoo evll1emelllcUle n tlll P'Jquenu f:llIo~" l~ y,:yu.;dólI
dól \l6ta re\U¡\. <.I~la «ve tengo razon.:!> parO! J.l'l!"S;.lr <\ue el ':k HlIY(:'!;t

"In. In hnhin dmllmbi¡;;rto. MO no nmViM B IlOmJ~lr BU llUU\UllCfitO 'i L\
pl'e"em"rla <Cf\h1"\ como l:rcu Lluo:; ud.••"." "Iune

Ysi p = q mi probabilidad es exactamente 2¿:.

A fin de que esta regla pueda ser útil en todos los
casos, únicamente es necesario saber cómo encontrar el
valor de EaPbq y también el de la serie mz - im3z3+
etc. con un grado de aproximación suficiente. Con
respecto del primero, el Sr. Bayes ha demostrado
que, suponiendo que K representa el cociente entre el
cuadrante de un arco y su radio, Ea.Pb'i. será iguul a
~'¡nl'¡(Kpq) multiplicado por la razón, rh], cuyo 10-
garitmo hiperbólico es

lJ2l* - ~ - ~] - 3~ [;:~ -- 1:1- :~]

1 1] 1 [1 1 I1p'" - q'5 - 16&0 n1 - p1 ~ el J

1 [1 1 11 . 'i'+ 11S8 'T1Q - pl} - q9 - etc.

donde los coeficjente~ numéricos se pueden calcular de
la siguiente manera. Los denominamos A, B, C, D, E,
etc. Entonces

A=__l_",,_l_.2·2·3 3·4'
1 AB=----2·4· 5 3'
1 10111- A

c:= 2'6.7-~
1 35C +21B +A

D = -2-. 8-'-9 - ---7---
E:= 1 l2(íG + 841)", JGB +.42,10·]] 9

1 4ó2D + 'll(}C' + 1ñ5 r/ + ;,:,n + A
F =2 - -. 1-2-.-1-3- ---~-1-1
* Unos poL'OS términOS de esta ~eric duran gen/lrlllmentc el h)ga!'irmo
hiperllt'ilíco con un grado de eXIIL'tÍmd suficícmte. Una serie simílar
ha sido dadá por los Sf~, De Moívre, Simpwn y otros eminentes
matemáticos en una expresión para la suma de los logarilmlJs de los
números 1, 2. 3,4, 5. a x, cuya suma ellos han afirmado que es igunJ a

dundI; "d¡;notn In dr':un¡¡.. •••.••.•i" dI' nn {'I[cll/o.k rMi •••IlIlIni.1ll.1 Pero
el 8r. Hllyr;~ en nn lIl1ículo nntérlOr en CSUl VOIUUlllll hu d"IlíOlltrudu
qUil. aUIII.l""' "lila v"'I-'I',,~iQII¡;I¡' ólVlV.l.Ítn¡¡••1 valO1' d.:-.:-da ~um" e ••"mln ,,'
di).\<" •••• "{,, IIn u "r'I'Opiilrln de In:> primeru,", té.rminM. In ~ru~ completA
no pu\Xl0 I\lpl''l~m:.if'in :IQ¡;lJl\1\IJ llln!,\1l1l3 L~3111iilm.l, y;t 1J1lt" • '11" l. l"ir, "
Que fuese x, lliemprc hul1ria una ,r..rtc ue ht :>cric dunde empcznrín ti
dlT\1rt;it. 1..1."114>n/lllrvnmon. BURllUI} no M'GOta mWnQ 1lI UIlO uu r,¡HIII

,;criC, 1.:"'::11 IIICIlD,; lu "km-;';;" .1" •••• 111i\ll'mnhco.
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etc., donde los coeficientes de B, e, D, E, F, etc. que
aparecen en los valores de D, E, F, etc. son los 2°,
3°, 4°, etc. coeficientes mayores en los desarrollos de
(a + b)7, (a + b)9, (a + b)!!, etc.; a los que se adjunta
a cada valor particular el menor de estos coeficientes a
B, el siguiente en magnitud a la letra más alejada de
13, el siguiente a e, el siguiente a la más alejada salvo
una de D, la siguiente a la más alejada salvo dos, y así
sucesivamente. "

Con respecto al valor de la serie

1 3 (,m' N3 n - 'J)'ff¡5 5
3L+ L ,22n . 5 etc.

prolongada a cualquier número de términos, según que
el signo del último término sea positivo o negativo.

Sustituyendo estos valores de EaPbq y

en la segunda regla se obtiene una tercera regla, que
es la regla llue se usará cuando '/77,2 sea de magnitud
considerable.

Regla 3

El teorema que [él] da para conseguirlo es el si-
guiente.

Sea K, como antes, el valor de la razón entre el cua-
drante de un arco y su radio, y H la razón cuyo logaritmo
hiperbólico es

él [el Sr. Bayes] ha observado que se puede calcular di-
rectamente cuando mz es menor que 1, o no mayor que
13; pero cuando mz es mucho mayor resulta impracti-
cable hacer esto; en tal caso da una [Ofma Ul: encontrar
fácilmente dos valores muy próximos entre los cuales
debe estar su verdadero valor.

22 - 1 24 - 1 26 - 1-----+--
2n 360n3 l260ns

26 - l
1680n7 + etc.

Si no se sabe nada relativo a un suceso salvo que ha
ocurrido p veces y no ha ocurrido q veces en p + q o n
pruebas y de lodo esto conjeturo que la probabilidad de
que el suceso ocurra en una sola prueba está compren-
dida entre (p/n) + z y (p/n) - z, mi probabilidad de estar
en lo cierto es mayor que

~V(Kpq)h
I(Kpq) + hn~ - hn-~

{ V2(n + 1)(1 - 2m2z2 /n)~n+l }
. 2H - ---------

vK(n + 2)mz

y menor que

Entonces la serie mz - ~m3 z3+ etc. será mayor o menor
que la serie

% 11e dedUCIdo CBtC motodo pura culcuJaf CBtOB COOhOlCl1tOB do lu
dCIIunLnlclún del tercer lCfIlfl al EIlLlI del Trnludo .HAn-e: lu Nulurull!::{p
y la Leyes del Azar del Sr Simpsol1

HnVK
(n + Ih/2

(. 2m2z2) ~n+l
n 1---n

(n + 2)2Tfl.z

? ( 2m.2Z2) ~n+2
n- 1---n+--------
(n + 2)(n + 4)4m3 z3

(2m2 z2) ~n+3
3n3 1---n

(n + 2)(n + 4)(n + 6)8m5zS

4( 2m2z2)~n+4
3 ·Sn 1---

TI,+ ----------
(n + 2)(n + 4)(n + n)(n -1- R) 1nm71!7

- .;tc.

~v(Kpq)h
1 1

v(Kpq) + hn" - lm-"

{ v2(n +.1)(1 - 2m2z2 /n)~n+l
. 2H - ---------

JK(n + 2)mz

+ J2(n + 1)(1 - 2m2z2 /n)~n+2}vK(n + 2)(n + 4)2rn3 z3

donde m2, K, h YH representan las cantidades ante-
riormente definidas.

UN APÉNDICE

Que contiene una aplicación de las reglas precedentes
a ciertos casos particulares

La primera p;gla ~la l,.ma ~Qlw;íón díro;da y po;rfo;da o;n
todos los casos; y las dos reglas siguientes son solamente
méwdos panioularos do aproximar las suluciunils dadas
por l;;¡ pnm:r;;¡ l':gl;;¡ l,;u;;¡m.1oel tralMJo de aplir;arla ¡;s
dcmasindo grnndc.
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La primera regla puede utilizarse en todos aquellos
casos en los que bien p o q son cero o no muy grandes. La
segunda regla puede utiJÍzarse en todos aquellos casos
en los que mz es menor que y3; y la tercera en todos
los casos en los que m2 z2 es mayor que 1 y menor que
~n,si n es un número impar y muy grande. Sí n no es
muy grande, la última regla no es de mucha utilidad ya
que, al decrecer m continuamente cuando n disminuye,
el valor de z puede en este caso tomarse grande (y, por
consiguiente, el intervalo entre p / n ~ Z y p / n+z es muy
grande), y sin embargo la operación puede realizarse
aplicando la segunda regla, o 1ft;; es menor que V3.

Pero, a fin dl:l mustrar de uon muneru cluru y com-
pleta la naturaleza del presente problema, y hasta donde
ha \;ollseguiulJ lleguf el Sr. BUYl:,) en su soluci6n, daré el
reiiultado de esta solución en uno~ pocos casos, IZomt.n·
zando por el mas tert~i110.

Supongamos, en primer lugar, un ~uceso como el que
se denomina M en el ensayo, o un suceso sobre el que
no conocemos nada acerca de su probabilidad antes de
realizar las pruebas, salvo que ha ocurrido una sola vez,
y nos preguntamos qué conclusión se puede obtener de
esta información acerca de la probabilidad de que ocurra
en una $~gunda prueba.

La respuesta es que habría unas apuestas de tres a uno
de que la probabilidad de que ocurriera el suceso en la
segunda prueba fuese mayor que un medio_

Ya que. en este caso, y en todos aquellos en los que
q es igual a cero. la expresión

Supongamos, de nuevo, que todo 10que yo sé acerca
de un suceso es que ha ocunido diez veces consecutivas,
y nos preguntamos qué razón tendríamos para pensar que
estamos en lo cierto sí conjeturamos que la probabilidad
de que ocurra en una sola prueba esté comprendida entre
~ y :;, O que la razón entr~ la••causas de ~u ocurren~ia
y no ocurrencia sea un COCIente comprendIdo entre dIez
y seis sobre uno y dos sobre uno.

AquÍp+ 1 = Il,X;;;;; 16/17 Y x:= 2/3 y Xp+1 -

I 11 )11;r;'[H" := (16/11) - (2/3 ;;;;0.5013 etc. Por tanto, la
respuesta es que ca.,,¡ tendremos una probabilidad de 0.5
d~ uc~rhrr.

De r\f.ta rnanGl'a, podemos determinAr fin [;IMlqllir;r
Cfi90 qué com::lusiÓn Jcb<';:lnQ~ '¡o*,~t'kd~ un número de

experimcnlos n 103 no Sil opongan experimentu3 contraríos. Todos entendemos, en t;enef'dl, que hay razone~
plllll qU\l esperemos ver un :iuce~o CUII muynr n menor
confianza dependic:ndo del mayor o menor númem de
veces en que. bajo las circunstancias dadas, haya ocu-
rrido sin interrupci6n; pero aquf vemos exactamente cuál
es esta razón, en qué principios se basa, y cómo debemos
regular nuestrdS esperanzas_

Pero parece apropiado que analicemos esto en mayor
profundidad_

Imaginemos un sólido. o un dado, de cuya consti-
tución o número de curas no sabemos nada, y que vamos
a razonar sobre éstas, a partir de los experimentos que
hagamos tirándolo.

x N •••hllr motivol\ -:mpongn- 111.1111"h"""lII~'lile ell c.•lc lt'tllnln I

~íCMp"'" ~ t""llll •••••m•••••••~1'1l y k cmno cqulpwl;mbilidnLt

Del mismo modo se tendría que, si el suceso ha ocu-
nido dos veces, las apuestas mencionadas serían de siete
a uno; si hubiese ocurrido en tres ocasiones, éstas serían
de quince a uno; y, en general, si el suceso hubiese rn;u-
n'ido P VC'éS. habría unas apuestas de 2P"'" 1 - I a uno. de
que la probabilidad del suceso estuviese entre 1y 1.

da la solución, como se sigue de aplicar ]a primera regla.
Sustituyendo, por lo tanto. en esta expresí6n p + 1 ...•
2, X ",,1 Y x = !. resulta 1 - (D2 = i, que da la
probabilidad de que la probabiJidad de Que un suceso
ocurra una vez esté entre ~ y 1, supuesto que ha úcurrido
en una oCllsión, o (lo qué es lo mismo) las apuestas de
que el suceso ocurra en la segunda prueba son mayores
que las de uno a uno. *

{XP+j XV+1}
(n+ 1) -- - --.

p-rl p-t-l
o XP+I _xv+1

En este cuso, debería observarse que resulta altumente
improbable que el Sólido, en el primer intento, caiga
en alguna cara prefijada, puesto que sabemos que debe
caer sobre alguna cara, pero puede haber una infinidad
de otras caras, o caras marcadas de otro modo, siendo
igualmente probable que puedan aparecer éstas. La pri-
mera lirada s610muestra que el dMo ttette la cara que ha
aparecido, sin aportar razones que nos permitan pensar
que [al cara aparecerá más veces que Otra cara. Pare-
cerá, por tanto, que después de la primera tirada, y no
antes, estaríamos en las circunstancias requeridas por
la,; condiciones de este problema, y que todo el erecto
de esta tirada sería. precisamente, ponemos en tales cir-
cunstancias. Es decir: la apal'ición del resultado" de la
primera tirada en una tirada posterior sería un suceso
relativo a.una probabilidad o improbabilidad de la que
no podríamos formar juicio, y de la cual no sabríamos
más que que se encuentra I¡':IJlre ¡;ero y uno. Con r:l
segundo ensayo. deben comenzar nuestrol1 cálculo!";; y
si en tal c;nsayo, el sólido imaginado vuelve a aparecer
con la misma cm-a. surSc la probabilidad de tres a uno
ut! que umga máH CUfllH 1111BHlu tipn "un de lodos los
mro~ ripOq l1~ l!flffl'\; o (10 qne vkne 8 'ier lo mismo)
hay atgo en :;u COn:iT1mdón que hflCC que tM cllf1\ 1\pl1~
re'Zcn mái a menu(Jo: y cita probabilidwj CT(:l;r;:rá.en
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la forma ya explicada, con el número de veces en que
ha aparecido tal cara sin fallar. No debe imaginarse, sin
embargo, que cualquier número de tales experimentos
puede dar razón suficiente para creer que nunca apare-
cerá otra cara. Pues, supongamos que ha aparecido la
misma cara en todos los ensayos en un millón de ocasio-
nes. En tales circunstancias, habría una improbabilidad
de quc tenga menos de 1400000 veces estas caras que
las otras; pero habría también ulla improbabilidad de
que tenga 1600000 veces más. Esta última probabilidad
sería uno menos 1600000/1600001 elevada a la poten-
Cia mIllunésima, que es, aproximadamente, 0.4647 y la
otra sería 1400000/140000 1 elevada a la misma poten-
cia, que es, aproximadamente, 0.4895. Por ser ambas
menores que 0.5, esto demuestra lo que he dicho. Pero
aunque sería entonces improbable que tuviese 16UUOOO
veces más o menos que 1400000 veces más de estas caras
que de las otras, no quiere decir que tengamos razón para
creer que la verdadera proporción está en este caso entre
1600000 a uno y 1400000 a uno. Porque aquel que se
tome la molestia de hacer los cálculos puede comprobar
que hay aproximadamente una probabilidad de 0.527,
es decir algo más que 0.5, de que esté entre 600000 a
uno y tres millones a uno. Debe, quizá, añadirse que es
más probable que esta proporción esté entre 900000 aI y 1900000 a 1 que entre cualquier par de proporcio-
nes cuyos antecedentes estén en relación de 900000 a
1900000, y sus consecuentes sean la unidad.

He hecho estas observaciones principalmente porque
son aplicables a sucesos de la Naturaleza. Antes de cual-
quier experiencia, sería tan improbable como infinito a
uno, que cualquier suceso específico, antes de que pueda
incluso imaginarse, debería scguir la aplicación de un
objeto natural a otro; porque habría una igual probabili-
dad para un conjunto infinito de otros sucesos posibles.
Pero una vez que hayamos visto cualquier efecto parti-
cular, como el que arda la madera al ponerla en el fuego,
o se produzca la caída de una piedra al apartarla de los
objetos contiguos, entonces las conclusiones que se ex-
traigan dc cualquier número de sucesos subsiguientes de
la misma clase se determinarían de la misma manera a
corno se ha hecho con el sólido. En otras palabras, el
primer experimento que se haga sobre cualquier objeto
natural nos informaría sólo de un suceso que puede su-
frir un cambio particular en las circunstancias de esos
objetos; pero no nos sugeriría ninguna idea de unifor-
midad en la naturaleza, o damos la más mínima razón
para entender que fue, en ese caso o en cualquier otro,
más regular que irregular en sus operaciones. Pero si el
mismo suceso se ha producido sin interrupción en uno
o varios experimentos consecutivos, entonces se habrá
observado algún grado de uniformidad; y se habrá moti-
vos para esperar el mismo éxito en otros experimentos,
y los cálculos dirigidos por la solución de este problema
podrán llevarse a cabo.

No está de más dar un ejemplo en este punto.

Imaginemos una persona a la que acaban de poner en
este mundo, y se le deja que recoja, a partir de sus obser-
vaciones del curso y orden de los sucesos, qué fuerzas y
causas tienen lugar en él. Probablemente, el Sol sería el
primer objeto que llamaría su atención; después de per-
derlo la primera noche, sería completamente ignorante
de si volvería a verlo otra vez. Estaría, por tanto, en las
condiciones de una pesona que fuese a realizar su ex-
perimento por primera vez sobre un suceso totalmente
deseonoeído para él. Pero dejémosle ver una segunda
aparí\:ión del Sol, y aumentaría en él la esperanza de un
segundo retorno, y él podría saber que hay UIlas apues-
ias de 3 a I para alguna probabilidad de que esro ocurra.
Estas apuestas se incrementarían, como antes Sl', repre-
sentó, con el número de retornos del Sol de los que fuese
testigu. Pero ningún número de retornos sería suficiente
para producir certeza absoluta, o física. Supongamos,
por ejemplo, quc lo hubiese visto volver a intervalos
regulares un millón de veces. Las conclusiones que
esto garantizaría serían como sigue. Habría apuestas
de 21000000 a uno, de que sería probable que volviese de
nuevo al final del intervalo usual. Habría una probabi-
lidad de 0.5352, de que las apuestas a favor de esto no
fuesen mayores que 1600000 al; Yuna probabilidad de
0.5105, de que no fuesen menores que 1400000 aL

Debería recordarse con atención que todas estas de-
ducciones presuponen un desconocimiento total de la na-
turaleza. Después de haber observado por algún tiempo
el curso de los sucesos se encontraría que la natura-
leza es, en general, bastante regular y que las fuerzas
y leyes que prevalecen son estables y permanentes. La
consideración de esto conducirá a que, frccuentemente,
algún experimento produzca una esperanza de éxito mu-
cho más fuerte de lo que hubiese sido razonable en otro
caso; igual que la observación frecuente de que sucesos
de algún tipo aparezcan juntos nos llevaría a concluir,
tras descubrir un suceso, que aparecen con muchos otros
del mismo tipo. Es obvio que esto, lejos de contradecir
las deducciones inevitables, es sólo un caso particular
en el que debe aplicarse.

Lo que hemos dicho parece suficiente como para mos-
tramos qué conclusiones deben seguirse de una expe-
riencia uniforme. En particular, demuestra que en lugar
de probar que los sucesos ocurrirán siempre de acuerdo
con ello, habrá siempre motivos en contra de esta con-
clusión. En otras palabras, donde el curso de la natu-
raleza haya sido mayoritariamente constante, sólo po-
demos tener motivos para confiar en una recurrencia de
sucesos dados proporcional al grado de esta constancia;
pero no podemos tener motivos para pensar que no hay
causas en la naturaleza que alguna vez interfieran con las
operaciones de las causas de las que se derive esta cons-
tancia, o ninguna circunstancia bajo la cual pueda fallar.
Y, si esto es verdad, suponiendo que nuestros únicos da-
tos se deducen de la experiencia, encontraremos motivos
adicionales para pensar así si aplicamos otros principios,
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Tomando aquí X = g, x = io, p = 10, q = 1,
n = 11, E = 11, la probabilídad requerida, según la
primera regla. es (n+ l)E multiplicado por la diferencia
entre

Supongamos, primero, que escucha que se han ex-
traído diez blancos y un premio, y nos preguntamos qué
probabilidad tendrá de acertar si conjetura que la pro-
porción entre blancos y premios está comprendida entre
las proporciones de 9 a 1 y de 11 a 1.

Imu~inI..'IIlIJ~ una persona. presente en el surlt"..l) de una
lotería, que no sabe nada del esquema que se emplea ni
de la proporción entre el número de blancos y el de pre-
mios en ella. Supongamo~,además. que está obliguuu "
inferir ~sta a panir del numero de lJ/uncus que eS(;Ucha en
comparaci6n con el ndmero de premias; y no:¡ prt:gunta-
mos a qué conclusíones podemos llegar razonablementeen tales circunstancias.

_ [XP+l _ qXP+2 + q(q _ 1)XP+3] }P + 1 p + 2 2(P+ 3)
:;;0.10843 ete.

Supong:lmí'ts, más aún, qne ha escuchado que han
satido 40 blunco,!I y 4 prl'ml{)t;; ¿cu:íle& &erán las probll-
bilidade¡.¡ antes mencionada¡;?

Las rel'lpUc5tas ahora senan, respectivamente, 0.1525
y 0.527. Por tanto. habrá apuestas de sólo 5~ a 1 en
contra de que la proporción entre blancos que han salido
y premios esté comprendida entre 9 a 1 y 11 a 1, y algo
más de 0.5 de probabilidad de que sea menos que de 9 a
1.

Tendrá, por tanto, una mayor probabilidad de acertar
que en el caso anterior, estando las apuestas contra él en
la relación de 892 a 108 o, alrededor de 9 a L Pero, si,
como antes, sólo hubiese conjetumdo, en general, que
hay menos de 9 blancos por premio, su probabilidad de
u¡;ertarsedil ~or, puesro que en lugar de 0,6589, o una
apuel'ita de c3si dos a uno, ¡.¡erfa0.584. Ouna apuesta d~
384 a415.

Una vez más. Supongamos que ha escuchado que se
han sacado 100 blancos y 10 premios.

La respuesta en este caso puede aún hallarse con la
primera regla. La probabilidad para que la proporción
eutre blancos y premios sea menor que la de 9 a 1 será
0.44109, y para una proporción mayor que la de 11 a
1, es 0.3082. Sería, por tanto, probable que no huhiese
menos de 9 o más de 11 blancos por premio. Pero, al
mismo tiempo, será improbable * que la probabilidad
esté comprendida entre las razones de 9 a 1 y 11 a 1,
siendo esta probabilidad aproximadamenle 0.2506. Por
tanto, habrá apuestas de casi 3 a 1 en contra de esto.

{ xv+1 qxP+2 }
-~ - -- = 12·11
p+ 1 p+2

. { [ (H) 11 _ (H) 12]
11 12

{ Xp+l _ QXp.¡.2} yp+ 1 p+2

o podemos recurrir a otras consideraciones que la r~ón,
independientemente de la experiencia, pueda sugerir.

Pero he ido más allá de lo que tenía previsto; y es
hora ya de que prestemos atención a otro problema rela-
cionado; quiero decir, a casos en los que un experimento
haya a veces acabado en éxito y, a veces, en fracaso.

Aquí. de nuevo, para ser tan claro y explícito cúmo
sea posible, resultará adecuado considerar el siguiente
caso, que es el más scllcillo en el que puedo pensar.

::= 0.07699 cte.

Habría, por tanto, unas apuestas de alrededor de 923
a 76, o caSI 12 u 1, en cumra U~4UI;: haya a¡;:Cldado. SI
hubiese conjeturado sólo. en general, que hay menos de
9 blancos por premio, habría habido una probabilidad
de que estuviese en lo cierto de 0.6589 o, ren términos
de apuestas] unas apuestas de 65 a 34.

De nuevo, supongamos que escucha que han salido
20 blancos y 2 premios; ¿qué probabilidad tendrá de
aceitar si hace las lIÚsmas conjeturas?

Do:: o::"tn" ctllcuJo", 00 o¡fino qno, hojo laR hipótosis
que he hecho, la probabilidad de acertar al conjeturar
la proporción entre blancos y premios coincidirá apro-
Jl.lmUl1:nmmLt! LOllla Ut::lmllll~l\J \1t; ¡,l"m,;w l''''~po;¡;:tQ 41
número de premios obtenidos, crecerá continuamente al
aumentar estos números; y que, por tanto, cuando son
considerablemente grandes, esta conclusión puede con-
siderarse moralmente cierta. Por las mismas razones, se
sigue universalmente, con respecto a cualquier suceso
del que se haya hecho un número grande de experimen-
tos, que las causas que llevan a su ocurrencia están en

En este caso, X y x valen lo mismo, pero n = 22,
p = 20, q :::;2, E :;;231 Y la probabilidad solicitada es
igual a

{ [xp-r¡ qXp+2 q(q - 1)XP+3]
(n + l)E -- - -- + --~--

p + 1 p + 2 2(p + 3)

* Me imagino que ninguna persona atenta encontrará problemas
en esto. Sólo dice que, suponiendo que el intervalo entre O y 1 se
divide en cien probabilidades iguales, habrá 44 de ellas a favor de una
proporción cnlre blancos y premios menor que de 9 a 1, 31 para una
proporción mayor que de J I a l. y 25 par-,¡una proporción entre 9 a
1 y 11 a l. Además, es obvio que, aunque una de esas proposiciones
debe ser cierta, puesto q~ todas ellas tienen más probabilidades en
contra que a favor, todas ellas son. por separado, improbables,
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la misma proporción que las causas de su no ocurrencia,
como el número de ocurrencias al número de no ocu-..
rrencIas; y que, SI un suceso cuyas causas se suponen
conocidas, ocurre más frecuentemente o más raramente
de lo que estaría de acuerdo con esta conclusión, habrá
razones para creer que hay causas desconocidas que per-
turban el funcionamiento de las [causas] conocidas. Por
tanto, en el caso particular de los sucesos naturales, pa-
rece que hay evidencia que demuestra que se derivan de
causas permanentes, o leyes establecidas originalmente
al constituirse la naturaleza de manera que se produzca
aquel orden de los sucesos que observamos, y no por
ninguna de las fuerzas del azar". Esto es tan evidente
como sería, en el caso en que he insistido, que la razón de
sacar 1Oveces más blancos que premios en mil10nes de
pruebas fuese, más o menos, que hubiese en [el bombo
de la lotería 1una proporción similar de blancos más que
de premios.

Pero continuemos un poco más en la demostración
de este punto.

Hemos visto que suponiendo que una persona, igno-
rante de todo el esquema de una lotería, debiese conje-
turar, al enterarse de que han salido 100 blancos y 10
premios, que la proporción entre blancos y premios en
la lotería esté entre 9 a 1 y 11 al, la probabilidad de que
esté en lo cierto sería 0.2506 etc. Preguntémonos ahora,
cuál sería esta probabilidad en algunos casos más.

Supongamos que en 1100 ensayos han aparecido
1000 blancos y 100 premios.

En este caso, las potencias de X y x crecen tanto, y
el número de términos en las dos series

Xp+1 qXp+2 xp+1 qxp+2
-- - ....-- etc. y -- -- etc.
p+l p+2 p+l p+2

es tan numeroso que sería excesivamente laborioso ob-
tener la respuesta con la primera regla. Es necesario, por
tanto, recurrir a la segunda regla. Pero para usarla, el
intervalo entre X y x debe alterarse ligeramente. Como
lO 9 1 l' 1 10 I 10 ITl - 10 es llO' e mterva o entre Tl - TiO Y Tl + llO
casi coincidirá con el intervalo -rn, y H., sólo que será
algo mayor. Si, entonces, nos preguntamos, cuál sería ]a
probabilidad (suponiendo solamente que se han extraído
1000 blancos y 100 premios en 1100 pruebas) de que la
probabilidad de obtener un blanco en un sólo ensayo

/ lO I 10 I d /este entre Tl - TTO Y Tl + TTO, ten flamos una pregunta
del mismo tipo que las preguntas anteriores, y así nos
desviaríamos poco de los límites verdaderos.

La respuesta, de acuerdo con la segunda regla, es que
esta probabilidad es mayor que

2:E

1+ 2Eapbq + 2Eapbq /n

" Véase la página 250 de la Doctrina del Azar del Sr. De Moivre.

y menor que

2:E

1 - 2Eapbq - 2EaPbq /n

donde :E es

:E = (n + 1)y'(2pq) EaPbQ
ny'n

{ . m3z3 (n - 2)m5z5 }

. 'InZ - -- + ---- - etc ..
3 2n· 5

Si hacemos p = 1000, q = 100, n = 1100, z = 1:0'

(n3)mz = zy' pq = 1.048808,

siendo h la razón cuyo logaritmo hiperbólico es

- etc.

y K la razón entre el cuadrante del arco y el radio; la pri-
mera de tales expresiones resulta ser 0.7953, y la última
0.9405, aproximadamente. Por consiguiente, la proba-
bilidad que se busca será mayor que 0.7953 y menor que
0.9405. Esto es, las apuestas de que acierte al conjeturar
que la proporción entre blancos y premios esté aproxi-
madamente comprendida entre las razones de 9 a 1 y de
11 a 1 (o, exactamente, las razones de 9 a 1 y de 1111 a
99), que es mayor que las de 4 al, Ymenor que las de
16a 1.

Supongamos, de nuevo, que sólo se sabe que los blan-
cos han aparecido 10000 veces y los premios 1000 veces
en 11000 ensayos. ¡Cuál será ]a probabilidad pedida en
tal caso!

Aquí, tanto la segunda como la primera reglas resul-
tan inútiles, pues el valor de mz es tan grande que es
difícilmente posible calcular directamente la serie

m3 z3 (n - 2)ms zSmz - -- + ----- etc.
3 2n· 5

Debe usarse, por tanto, la tercera regla; y la información
que nos da es que la probabilidad requerida es mayor
que 0.97421, que corresponde a unas apuestas de 40 a 1
o mayores.

Mediante cálculos similares pueden determinarse
universalmente las esperanzas garantizadas por cuales-
quiera experimentos, según los diferentes números de
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veces en que hayan acabado en éxito o fracaso; o lo qué
deberíamos pensar de la probabilidad de cualquier causa
en la naturaleza, con la que tengamos relación, produzca
o no, en una sola prueba, un efecto al que esté asociada.

La mayoria de las personas, probablemente, podrían
esperar que las probabilidades en el ejemplo que he dado
fuesen mayores que las que he encontrado. Pero esto
sólo muestra lo propensos que somos a cometer errores
cuando razonamos sin hacer cálculos. Debemos, sin em-
bargo, recordar algo aquí; lo estrecho que es el intervalo

- 1) 11 10 1 10 1 S' h b' ~
entre tú y ~, o entre TI + TTIi' y TI - 1)0' I U lesem05tomado uu mlervalo un poco mayor, habría habido una
diferencia considerable en los resultados de los cálculos.
Así, si lo hubiésemos tomado de doble tamaño, O;? ;;;;5~'
habríamos encontrado en el cuarto ejemplo que en lugar
de apuesta.c;en contra habría apuestas a favor de acertar
al juzgar que la probabilidad de sacar un blanco en un
'1 .. 10 I .10 Iso o mtento estuVtese entre TI + 55 y TI - 55'

Los cálculos anteriores nos muestran además los usos
y defectos de las reglas que hemos establecido en este en-
sayo. Es evidente que las dos últimas reglas no nos dan
las probabílidades requeridas dentro de límites tan es-
trechos como desearíamos. Pero, de nuevo, deberíamos
considerar que estos límites se hacen más y más estre~
chos si tomamos q mayor con respecto a p~y cuando p
y q son iguales, la solución exacta en ambos casos viene
dada por la segunda regla. Por lo tanto, ambas reglas

NOTAS A LA TRADUCCIÓN

En esta tradución, que creemos es la primera que se
realiza en lengua española, hemos intentado respetar al
máximo ellenguage arcaico del original aun a costa de
su intcligibilidad'¡', excepto en aquellos pocos casos en
los que una ligera modificación o actualización aelarase
el significado del texto. Así por ejemplo, en el título
del Ensayo, hemos traducido Doctrine of Chances por
Doctrina del Azar en lugar de Teoría de la Probabilidad
como hoy se conoce a esta disciplina. Por la misma
razón hemos traducido el título de la obra de De Moivre
Doctrine of Chances por Doctrina del Azar.

La palabra odds, que tan frecuentemente aparece en
el original, la hemos traducido como apuestas, en vez
de razón de puntos, tal como aparece en el VoeabuÚlrio
Cientlfico y Técnico de la Real Academia de Ciencias
Exactas, FÚicas y Naturales. El motivo es, de una parte,
ser fieles al original y, de otra parte, mantener la idea de

* Me remito a la nota introdu<.'toria del tricentenario donde !lemen-
ciona la dificultad de interpretación del texto en algunos pasajes.

guían nuestro juicio, lo que puede ser de considerable
utilidad hasta que alguna persona descubra una apro-
ximación mejor al valor de ambas series en la primera
regla*.

Pero quizá lo más importante de este Ensayo es que
es completo en aquellos casos en los que más se necesita
la información, y donde la solución del Sr. De Moivre
al problema inverso apenas aporta una solución; quiero
decir, en aquellos casos en los que p o q son pequeños.
En otros casos, o cuando p y q son grandes, no es difícil
percibir la verdad de lo que aquí se ha demostrado, o que
hay razón para creer en general que las probabilidades de
que ocurra un suceso están respecto a las pl-obabil¡dAde/;
de su fracaso en la mísma razón que aquélla entre p y q.
Pero mucho nos engañarfamos sí pensásemos lo mismo
cuando p o q son pequei'iIJ:,I. Y aunque en esos casos los
Datns no son suficientes para descubrir la prohabilidad
exacta de un suceso, sin embargo es útil encontrar los
límites entre los que se puede suponer razonable que
deba encontrarse, y también ser capaz de determinar el
grado preciso de asentimiento que se debe a cualquier
conclusión o afirmación relacionada con ellos.

* Desde que esto fue escrito he encontrado un método que mejora
considerablemente la aproximación en las reglas segunda y tercera
demostrando que la expresión 2L:/(1 + 2EaPbQ + 2EaPbQ In) se
aproxima tanto al verdadero valor como queramos. por debajo. Parece
necesario aclarar esto, aunque no demos la demostración.

medir probabilidades en términos de apuestas, tan pre-
sente en el mundo anglosajón desde los orígenes del
Cálculo de probabilidades. No olvidemos que la eva-
luación de probabilidades subjetivas, cuyo origen está
precisamente en este Ensayo, se realiza, con mucha fre-
cuencia. en términos de apuestas.

La notación matemática del original se ha cambiado
por la actual solamente en aquellos casos en las que
difiere en exceso, como son los paréntesis, corchetes,
ete., aunque siempre se ha intentado respetar al máximo
la originaL

Los términos newtonianos jtuent y fluxion, que apa-
recen en el texto, referidos a una función y a su derivada
se han traducido, como es habitual, por fluente y fluxión,
respectivamente.

La expresión hyperbolic logaríthm, con la que se des-
ignaba en esa época al logaritmo natural la hemos tradu-
cido como logarítnw hiperhólico. En las tres ocasiones
en las que aparece la frase the ratlo 01 the quadrantal
are to it's radius ~es decir, 'Ir/2, en notación actual~
la hemos traducido literalmente por la razón entre el
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cuadrante de un arco y su radio.

Las dos figuras del texto original se han dibujado de
nuevo ajustándose al máximo a las originales, conser-
vando la grafía y el significado de las curvas.

Quiero, finalmente, agradecer a los traductores el es-
mero que han puesto en su tarea, lo que ha simplicado
enormemente las tareas de coordinación y de corrección.
Los posibles errores que aun pudieran quedar son úni-
camente responsabilidad mía.

Francisco Javier Girón

Supuesto retrato de Thomas Bayes (J 702?-1761)


