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Capitulo 4

Variables aleatorias y distribuciones de
probabilidad
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Variables aleatorias

Una variable aleatoria viene de un experimento aleatorio.

Denotaremos con mayusculas las variables (por ejemplo X) y
con minusculas sus valores concretos

X puede tomar diferentes valores:

x € (a, b)
Sucesos
» At X =xq
» B: X <xq

> Cxp < X <x
Querremos calcular la probabilidad
I ———
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Funcidn de distribucion

Definamos una funcién:
F(x) = P(X < x)

F(x) se llama la funcién de distribucién de X

F(x) es la probabilidad de que Funcidn de distribucién:
la variable X tome un valor
menor o igual a x.

Ejemplo: Experimento con un
dado

F(x) puede tener saltos. Los
puntos siempre “entran por la
izquierda” R R
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Propiedades de F(x)

1. 0< F(x) <1
2. F(x) es creciente (es decir F(x1) < F(x2) si x1 < x2)
3. lmys—0o F(x) =0 limyoo F(x) =1

iCémo calcular P(x1 < X < x)? =
Representamos SucCesos:
A=(X<x) B=(X<x) ——

C=(x<X<x)=B-A
B-A=BnA

P(BNA)=P(B)+P(A)—P(BUA) = P(B)+1— P(A)— P(S)
P(X1 < X< X2) = F(Xz) +1-— F(Xl) —1= F(XQ) — F(Xl)
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Variables aleatorias discretas

Una variable aleatoria discreta X sélo puede tomar valores
discretos (numerables):

XG{Xl,XQ,X3,...} X1 < Xp < X3---

Funcién de probabilidad:
pi = P(X = x;) Zpizl

Podemos hacer un diagrama de barras analogo al diagrama de
frecuencias relativas (recordemos: p; = lim f;.)

F(x) es una funcién escalonada
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Esperanza matematica

Sea X € {x1,...,%n} una variable aleatoria discreta con las
probabilidades p1, ..., pn

La media aritmética o esperanza matemadtica de X es:
n
px = E[X] = E X;pj
i=1
Si n = 00, entonces suponemos que la serie es convergente.

Comparar con la media muestral (de tamafio m):

m—o0

Y(m):Zx,-f;(m) = px = lim Xx(m)
i=1
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Varianza de variable aleatoria

Var. Discretas Indep.

Si medimos Y = aX + b tenemos:

n

py = E[Y] = E[aX+b] = (ax; + b)p; = aE[X] + b = aux + b
Varianza de X

i=1

n

0% = V[X] =Y (xi — 1x)’pi
Es decir

i=1

0% = E[(X — ux)?] = EIX?] - 1%

2 2 2
Oy = ad 0x
=] = = = = DAl
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Variables aleatorias continuas

La funcién de distribucién F(x) de una variable continua aleatoria
también es continua.

La probabilidad de
encontrar X entre x; y x:

P(Xl < X< X2) = F(Xg)—F(Xl)

08

Observacion: Si z
X2 — X1

Entonces

*
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'
'
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Xl

P=F(x2)— F(x1) =0
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Densidad de probabilidad

Var. Discretas Indep.

(x) = lim T T = F)
e—0 €

De las propiedades de F(x):
1.

= F(x)

f(x)>0
2.

x 2 ool
P(x1 < X < x2) :/ f(x)dx =~
x
3.

/OO f(x)dx =1

[o.9]
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Momentos

Esperanza

Var. Discretas Indep.

Varianza

uw=E[X]= /00 xf(x)dx

02:V[X]:/Oo

e}
—00

(x — uPF(x)dx = E[X?] — 4
Momentos centrales de orden k

w:/fu—mvww

Sesgo: y3/a3; Curtosis: y4/c*

o
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Distribucion binomial

Experimento aleatorio: observamos si ocurre o no un determinado
suceso A.

Ejemplo: Lanzamiento de una moneda. A - cara.

Variable binomial: X (variable aleatoria discreta) - niimero de
éxistos en n pruebas independientes.

P(A)=p
i Cémo calcular P(X = k)?
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Casos particulares

> n:]_

Posibles valore de X: {0,1}
P(X=1)=P(A)=p P(X=0)=P(A)=1-p
» n =2 Posibles valores de X: {0, 1,2}
P(X =0) = P(ANA) = P(A)P(A) = (1 - p)®

Aqui hemos usado la independencia de resultados de
experimentos: P(C|B) = P(C)

P(X =1) = P((ANA)U(ANA)) = 2P(A)P(A) = 2p(1 — p)
P(X =2) = P(ANA) = P(A)P(A) = p?
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Distribucion binomial
Caso general:

1. Se hace n experimentos aleatorios.
2. X = "ndmero de éxitos". (entonces n — X fracasos)
3. i Cudl es la probabilidad de que X = k?

n e
P(X = k) = ( " )pk<1—p) ‘
donde ( Z > = Wlk)‘ es el coeficiente binomial:

1
121
1331
14641
[m] = = =
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Media y varianza de la variable binomial

1. Observacién (para Vn)

ZP(X_k) Zkl

2. Por definicion

P (L-p)r =1

p=EX] =Y kP(X = Zk, PIAC
k=0
. ° (n—1)!

HEP =i — k)]

kl(l_ ) —k

[m]

=
Valeri Makarov: Estadistica Aplicada y Calculo Numérico (Grado en Quimica)

DA™
Dept. de Matemdtica Aplicada, U.C.M



Variables discretas Var. Discretas Indep
Cambio: k—1=i,n—-1=m = n—k=m-—i
Media:
—i _
= pnj{:l, ,p(l p)™" = pn
Varianza (de forma andloga)

E[X?] = n*p” + np(1 — p)
= E[X2] _

= np(1 - p)
Variables binomiales denotaremos

X ~ Bin(n, p)
=] = = = = DAl
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Problema 3: Calcula la funcién de probabilidad para X = "niimero
de caras al lanzar moneda 3 veces”. Dos casos: p =05y p =0,6.

Solucién: Es una variable binomial con n = 3:
X ~ Bin(n, p) = Bin(3, p)
Posibles valores X € {0,1,2,3}. La funcién de probabilidad:

P(X=0)= 0!(3—0)!

p°(1-p)* % = (1-p)* P(X =1)=3p(1-p)°

P(X=2)=3p(1-p); P(X=3)=p

X | 0 1 2 3
Moneda equilibrada: | 0,125 0,375 0,375 0,125
Moneda cargada: 0,064 0,288 0,432 0,216

I ———
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Distribucidon de Poisson

Una variable aleatoria discreta:

05

X €{0,1,2,3,...} ot

probabilidad
°

con la funcién de probabilidad

Ak

P(X=k)=e7,

X
Expresa la probabilidad de k eventos en un tiempo fijo si estos
eventos ocurren con una frecuencia media conocida y son
independientes del tiempo discurrido desde el dltimo evento.
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Distribucién de Poisson es el caso limite de la distribucién
binomial. Si n es grande, entonces

X ~ Poi(\) =~ B(n, \/n)

Comprobemos que es una distribucién

o0 B o0 )\k 3
Y P(X=k=e AZF:e At =1
k=0 k=0
Esperanza
— kK — A1
(Xl =e kz_:l PI kz_:l (k—1)!
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Varianza

E[X?] = —AZ kQ’\k =

[e.9]

kXK1 s (M 1)Am
kz k-1~ °© ’\g:: m!

o0 )\m
-2 E : — )2
Finalmente:
= V[X] = E[X?] — E[X]* =

=] = = = 2N
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Problema 10: Una sustancia radiactiva emite, de media, una
particula « cada 1,94 s. Sea X = “el niimero de particulas
emitidas por segundo”.

a) {Qué tipo de distribucién de probabilidad sigue X7

b) La probabilidad de que se emita al menos una particula en 1s
PX>1)=) e —1—P(X:O):1—e_’\
k=1

Ahora

E[X]=A=1/194~0515 = P(X>1)~040
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Distribucion normal

Se llama la distribucién normal o distribucién de Gauss o Gaussiana

u=-206=15

Una variable aleatoria continua:

X € (—00, +00)

con la densidad de probabilidad =0

1 _M 0.1r

f(X) = —F—6€ 202 oc>0 L
V2o

La denotaremos: X ~ N(u, o)
- = = = =
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Variable normal estandar

Var. Discretas Indep.
Supongamos que tenemos X ~ N(u, o). Definimos otra variable
aleatoria: X
7 — ATH
o

(0,1)

A partir de las caracteristicas de Z podemos hallar las de X

P(X<x1)=P(Z<u)
ag

=] = = = 2N
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Problema 13: El didmetro de los tubos d sigue una distribucién
normal con p =950 mm y ¢ = 10 mm. jCual es la probabilidad de
que un tubo escogido al azar tenga d > 960 mm?

d ~ N(950,10) P(d > 960) =?

r=950 =10 P(X>960)=0.16

Resolucion: — Nomal
0.035
1 o x=w)? ol
P=———- e 202 dx
210 J960
o usando la normalizada:
_ X-=950
Z=7"3;
1 o2
P _ e > dz ~ 0’16 0.005|
V2r J1
900 910
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Problema: 5 Cusl es el DiAmeTRo MAX MO
PE Les 157, DE Los TUBos MAS BEquebos?

. h ~ N -__
Vaoriakle poRKaALIZADA: 2 - X M~ X -9s0

2 - DIAMETRO MAXIMO Sx o
Fuu. DENSIDAD FUN. DISTRIRUC(OWN
£ F

is%

iﬁo 2

L2

Y
XQ(%): 015 (=% F(z") =015

-0

En LA TABLA F(2*) =0.4S <— NO APARECE.I
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a_h-

32@5: 015  (=> F(2*) =015

- 0o

Ev LA TABLA  F(@™ =045 _ 4o sparece !

4
F eo cingTricA
S\METRACA

F(Z)= L-015 = 0,85
Pe La Takla
T =103 = Z=-1.03

-—5"' “—' »_
{ubeq, '-Qv-auas >f—-—‘%—5-.-o = -4,0>

\i"‘—; QS0 - 403> = 4234, F mﬂ
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Aproximacion de variables binomiales

Var. Discretas Indep.

Supongamos que X es una variable aleatoria binomial con n > 1:

X ~ Bin(n, p) puede ser aproximada por Y ~ N(np;/np(1 — p))

=] = = = = DAl
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Variable binomial: n=10 p=03; =3 o=14491

— ol
X ~ Bin(n, p) ol |
Fijamos n =10 p = 0,3 ozl
px = np=3
ox = v/np(l — p) ~ 1,4491 "
Entonces X aproximamos por T
Y ~ N(3;1,4491) s

Cada valor k de X es la marca de clase de Y de clase
(k—1/2,k+1/2]
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Variables aleatorias muiltiples

=] = = = = DAl
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Variables bidimensionales discretas
En un experimento aleatorio observamos varias (dos) variables:
X e Y

Las dos variables consideradas juntas: (X, Y) forman una variable
bidimensional.

Variable discreta:
XE{X17X27X37"'} YE{Y17Y27)’3,---}
Probabilidad del par (x;, y;):

pij = P(X =x) 0 (Y = y))
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Suma de dos variables

Definamos:
S=X+Y

Ahora la probabilidad:

P(stk)=ZP((X=x,-)ﬂ(Y=yj) tal que x; +y; = sk)

Esperanza (E|[-] es lineal)

ps = E[S] = E[X + Y] = E[X] + E[Y] = px + py

Varianza
02 = E[(S — pus)?] = E[(X — ux + Y — uy)?] = E[(X — ux)?]+

2 2 2
EI(Y — py)T T+ 2E[(X — px)(Y — py)] = ok + 0y + 20xy
=] = = = ) Q
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Variables discretas independientes
Variable suma:

Var. Discretas Indep.

S=X+Y
Covarianza: (variables independientes)

oxy =0
Por lo tanto:
Media:

Varianza:

ps = px + py

2 2 2
0g =0x + Oy
=] = = = = DAl
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Teorema central del limite

Var. Discretas Indep.

Sean Xi, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes con las
medias {x}7_, y varianzas {02 }]_;

Entonces la variable aleatoria

tiende a tener la distribucion normal (n — o0) Z ~ N(pz,07) con
n n

2 2

wz=) m 0z=) 0

k=1 k=1
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Ejemplo (teorema central): Antes ya hemos visto que:

Bin(n, p) = N(np,/np(1 — p))

Fundamento: X ~ Bin(n, p) es la suma de n variables
Y ~ Bin(1, p)

p=02pu=02c?=0.16 n=3 pu=06 o?=048
1
08 0.6
’ 05
0.6 0.4
py =0x(1—p)+lxp=p
, 0z o
O'y:p(].—p) 0 0 1 0 o 1 2 3
Del teorema: n=8 p=16 =128 n=20 p=4 6®=32
0.5
04 0.25
=n . 02
MX p o2 0.15
0.2
2 0.1
Ox = np(l — p) 01 005
0 1 2 3 4 5 6 7 0 0 5 10
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